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Schéma des différences finies pour une équation non
linéaire partielle du type elliptique avec dérivées mixtes

par MARIAN MALEC (Cracovie)

Résume. Dans la note on propose une méthode approchée de solution de
I’équation elliptique
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avec la condition aux limites de la premiére espéce

% (@) = @i(x) pour x; =0 (i =1,...,m),
w(x) = y;(xw) pour z; =0 (¢ =1,...,m).
La méthode approchée en question est basée sur les quotients des différences

finies. On montre qu’elle est convergente et on donne une estimation de l'erreur de
cette méthode.

1. Les processus d’échange de masse et de chaleur au cours desquels
la concentration et la température demeurent invariables sont appelés
stables ou stationnaires. On les rencontre dans de nombreux problémes
pratiques: en métallurgie, p. ex. dans la coulée continue du métal, en
électrotechnique — lors du passage du courant électrique dans des con-
ducteurs, dans les barres de combustible des réacteurs nucléaires et dans
beaucoup d’autres cas. Les phénomeénes mentionnés témoignent déja de
I’'intérét que présente ’examen des processus stationnaires qui ramenent
dans la plupart des probléemes a la solution d’équations partielles non
linéaires et multidimensionnelles du type elliptique.

Dans la présente note on propose une méthode approchée de solution
de Péquation elliptique

o 0%*u
dr’ ox?

(1.1) f(x, %, ) =0, =ze(0,0)
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avec la condition aux limites de la premiere espéce

(@) = gi(®) pour ;=0 (¢ =1,...,n),

(1.2)
u(x) =y;(x) pour z;, =0 (1t =1,...,7n).

La méthode approchée mentionnée est basée sur les quotients des
différences finies. On montre qu’elle est convergente et on donne une
estimation de D’erreur de cette méthode (théoréme 1).

La démonstration du théoréme 1 s’appuie sur les inégalités aux
différences finies que j’ai présentées dans le travail de Malec (1).

2. Considérons dans ’espace euclidien 2 n dimensions R" un ensemble
de points nodaux ayant les coordonnées

(2.1) i =mh (1 =1,...,n)

on. m; =0,1,....,.N (t1=1,...,n), 0<h =0¢/N, N est un nombre
naturel.

Désignons le point nodal (z™, ..., ™) par ™ ou M = (m,, ..., m,)
et soif

Z={M:0<m;<N,i=1,...,n},
(2-2) Zl ={.M: OgmigN—l’ % —1,...,%},
Zz={.M 1<m,~<N,z=l,. ,n}

Nous introduisons aussi les notations suivantes
(2.3) (M) = (Myy ey my_yy my+1, Mgy ooy my) (M €Zy),
— (M) = (Myy eeny My_yy My —1, Myyyy ey my,) (M € Zy)

(2 =1,...,m)

(*) M. Maleo, Inégalité aux différences finies du type elliptique, Bull. Acad. Polon.
Sei., 8ér. sci. math., astronom., phys. 23 (1975), p. 859-863.
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On suppose qu’a chaque multi-indice M €Z correspond un nombre
réel ¥ et on admet que

. 1 . .
Mi i(M) —i(M)
7 = — (0" —
T )
oML = (oM .., oM, .
(2.4) —-Mij __ 1 (D) (1) —i(M) —I(M) _ M i(—F ) —i(JD)

v = oK (" o 4o +v —20" —v — ),
oM — _;'}F(_vi(M)_vj(M)_v—i(M)_ pIO0) | 9yM | HIAD) | y—i(~ja))

(t=1,...,n,3=1,...,n, M€eZ,nZ,).

3. THEOREME 1. Supposons que:

1° la fonction scalaire f(x, %, q, W), T = (T1y.ces Ty)y @ = (Q1y + ¢+ Gn)s
W o= (Wygy eeny Winy oovy Woryoery Wny) €8t de classe C' dans Vensemble

(3.1) D = [0, O.]ﬂ ><‘Rl+'rl.+n2

et satisfait dans cet ensemble aux conditions

of of of > of
32) -<L<0, ‘dqi <1, 0<y\awh_ ;’Gwﬁ
Pt
(z=1,...,m)

o L, I' et g sont des mombres;
2° pour des indices fizés i, j (i #j,1<i<n,1<j<n) la fonction
of [0w;; est toujours mon positive ou toujours mon nmégative dans Vensemble
D et
of of

A ) .
(3.3) ow, 3w, dans Vensemble D;

3° le pas h est tel que

3.4 g P>0.
(') h 2/’

4° les nombres vM vérifient le systéme d’équations aux différences finies
f(wMy"’My'vMIa oM7) =0 (M e Z,nZ,),
(3.5) M = (™) pour m; =0 (i =1,...,n, M eZ),
oM =y, (&™) pour m; =N (i=1,...,n, MeZ),
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o
,DMIJ — (,lel’.“’,len’“.’,vM'nl’. ,ann),
. a
v MI lorsque ¢ = 7§ ou ~f— 0,
(3.6) oMY 0wy
. a
. oM lorsque © £ et ! >0
Ow;

(t,g=1,...,my M eZlozz)

(voir (2.4));

5° la fonction scalaire u(x) est de classe C* dans Vensemble [0, o]*
et constitue la solution du probléme différentiel (1.1), (1.2).

Dans toutes ces hypothéses, on a

h

(3.7) < (rez)
ot ™ = uM — oM (uM désigne la valeur de la fonction u(z) au point nodal z™)

et ¢(h) est défini par la formule (3.9) et la méthode des différences finies (3.5)
est convergente, c'est-a-dire
(3.8) Limr® = 0.
I—0
Démonstration. Comme (3.8) résulte de (3.7) il suffit de prouver
(3.7).
On peut montrer que

f(wM M MI , U

MU) = WM (M eZ,nZy),

3.9
(3.9) hms(h) =0, ¢(h) =max|p™M|,
h-0 MeZ
et
(3.10) ¥ — (@) pourm; =0 (i =1,...,n, MeZ),

M = yp,(2™) pour m; =N (i =1,...,n, MecZ),

MI1J M

ou les valeurs v et u sont déterminées pour u* de la méme facon
que les valeurs v™! et v pour v (voir (2.4) et (3.6)).

La formule (3.9) résulte de (1.1) car u(x) est une sulution de classe
0? de ’équation (1.1) et le premier membre de (1.1) est de classe (.

A partir de (3.5) et (3.10) on obtient

311) /=0 lorsque m; =0 oum; =N (i =1,...,n).
t a
1 enYrésulte” que

(3.12) maxr™ =r4>0, minr”® =¢¥<0, AeZ,nZy,,BeZ,nEZ,.
MeZ MeZ



Equation non linéaire partielle du type elliptique 123

En utilisant le théoréme de la moyenne on arrive aussi 4 partir de
(3.5) et (3.9) &

(313) —G(h) < ,qA =f((L'A, ’H/A, ’M,AI, ,uAIJ) —f(CDA, ’DA, ,DAI’ ,vAIJ)

= ctrt 4+ Moftrt 4 Y afrtd,
ji=1 t,i=1
ou
of

= (— A - 4 A4 _ 7
¢t = (=) b (=), @ awij( )

et les dérivées sont prises en des points convenables ( —).
D’une facon analogue on obtient

(3.14) e(h) = 773 = f(a"By ’“.Bs '“‘BI, '“’BIJ) _f(xB7 'UB’ 'UBI, 'UBIJ)
— PPt NoErP 4 Y aBrP,
F=1 %,7=1

11 résulte de (3.12), (3.13), (3.14) ainsi que des théorémes 1 et 2 dans
le travail () que

&(h) &(h)
(3.15) r*‘g_L, %> 7
d’ou
(3.16) ™| < 8—_(};—) pour MeZ.

La démonstration du théoréme 1 est ainsi terminée.

Regu par la Rédaction le 15. 11. 1973



