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Dérivation d’une intégrale de I’équation parabolique
dans un domaine non cylindrique

par A. PiSKOREK (Warszawa)

1. Introduction. Dans le travail [1] W. Pogorzelski a construit
la solution fondamentale pour 1’équation parabolique:

n

(1) T[u(X,t)]EZa,,(X ‘)a o +Zb,(x t)——]—c(X t)u— 3_“_0,

$,7=1

ou les coefficients a;;(X, 1), bi(X, 1), ¢(X, t) sont continus dans le domaine
cylindrique (produit cartésien) 2 x[0, T] et vérifient la condition de
Holder:

|aii( X, t)—ai( ¥ [<const([XY]"+|t—z|"'),
(2)  |b:(X,t)— .(Y t)| < const | XY|* (4,5 =1,...,n),
le(X,t)—e(X, )] <const | XY[* (0<h<1;0<h <1).

Cette solution fondamentale est donnée par les formules suivantes:

(3) rx,t Y, z'w(y't)(xah Y,n)+w(X,t; ¥,1),
t
(4) BX,t; Y,0) = [ [[[wornx,t; M, 000(M,0; Y,7)dMdo,
T Q
ou la fonction

aii(M, 0)(z;— y:) (25— y;)
4(t—1)

)
) w4 Y, = (-0 xp[—"’=‘

est la quasi-solution bien connue, X = (2, ..., 2s) et Y = (¥, ..., ¥n)
sont deux points arbitraires du domaine 2, 0 <<t < T, a/(X,t)
désignent les éléments de la matrice inverse de la matrice (ay(X,1t))
et la fonction @(X,t; Y,7) est une solution de 1’équation intégrale:

¢
6) B(X,1;Y,7)=/(X,t;Y,0)+) [[[N(X,t;M,8)0(M,6; Y,7)dMas,
T 2
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ou ’on a:
N(X,1; M, 6) = (det (a¥(X, 1)} ®Lw2 (X, t; M, 0)],
H(X,t; Byr) = (2V/w) "N(X,t;Y,7).

. Le premier terme de la somme (3) est indéfiniment dérivable pour
tout point (X, 1) # (¥, t) du domaine 2 %[0, T] et ses dérivées d’ordre
arbitraire vérifient les inégalités, que nous .crivons pour abréger sous
la forme suivante:

akl+---+kﬂ+ko

const
(M ,6) . .
w (X’ t’ Y’ 1) < (t_T)#lxy|n+k1+...+ku+2kg-2# !

7 S
@ oxyr ... oxer ot
u étant une constante positive arbitrairement fixée.

La solution &(X,?; ¥,t) est définie pour tout point X # Y du
domaine 2 et 0 <v<t< T (v. [1], p. 41-44) et vérifie une inégalité
de la forme suivante:

(8) 19(X,t; ¥,7)| < const

(t—z) | XY HEm
ol h* =min(h,2h’) et u est un nombre positif arbitrairement fixé
a lintérieur de l’intervalle (1—h*/2,1).

D’aprés [1] la fonetion I'(X,?; Y, 7) donnée par les formules (3),
(4), (8), (6) est la solution de I’équation (1) pour tout point X = ¥ du
domaine 2 et 0 <T<tI<T.

A Y’aide de cette fonction I'(X,t; Y, 7) on peut définir (v. [1], [2])
les intégrales de I’équation (1), qu’on appelle potentiels généralisés re-
lativement & cette équation.

Dans cet article nous étudierons la dérivation de I’intégrale de surface,
dite potentiel généralisé de simple couche relatif & 1’équation paraboli-
que (1) dans un domaine non cylindrique Dz (v. [2]). Par conséquent
cet article est une continuation de mon article précédent [2].

L’auteur tient & remercier M. W. Pogorzelski dont les remarques
ont permis d’améliorer la rédaction de ce travail.

2. Lemmes auxiliaires. W. Pogorzelski a prouvé dans son travail
[1] que la fonetion (X, t; ¥, 1) vérifie 1a condition de Holder par rapport
au point X dans tout domaine fermé Q* (2*C 2), ne contenant pas le
point Y.

En suivant aussi I’auteur cité nous démontrerons le lemme suivant:

LEMME 1. La fonction ®(X,t; Y, ) déterminée par les formules (6),
(4), (B) vérifie par rapport au point X une condition de Holder de la forme:

(9) I!D(X,t; Y,r)—¢(X_,t; Ya"")]
const | X X "+ | XX 1 ) 1 ¥
y

< XX[™*+ -+ ), 1-—<p<1
(t—7)| XY™ ‘l | Xy | xYpr 2 ¥
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dans tout domaine Q2* =2 ~ K(X,|XY|/2) ow K(X,|XY|/2) désigne la
sphére de centre X et de rayon | X Y |[2; u est un nombre positif arbitrairement
fizé a Vintérieur de Dintervalle (1— h*/2,1).
Démonstration (). Pour démontrer 'inégalité (9), nous appliquons
mutatis mutandis le raisonnement de W. Pogorzelski (v. [1], p. 44-50).
Soit X e Q* et |XX|<|XY|/8; alors la limitation (7) nous donne
(v. [1],p. 44-45, formule (69) et relations (72)-(74)) I’inégalité:
(10) |Fiy(X,t; ¥,7)—Fi(X,t; ¥, 7)|
Pw¥(X,1; Y, 1)

(X, ) a(X, 1) ——— 25 +

P TN X% t; ¥, 7)

+ (a:5(X , 1) — a5 Y, 7)) XX - grad 0w; 0

const xxp XX ..
< (] l | l ), 1,)=1,..,mn,

== (t—‘l.')” lXYln+2—2ﬂ IXYI'n+3—2IJ-h'
ol X* est un point 3 Vintérieur du segment XX et x est un nombre

arbitraire.
D’apres cette inégalité et les formules (6) nous avons:

- const xXP XX
(11) /X, ¢ Y, 0)—f(X,t; Y,9)i< (t—)" (IXIY[,H_L_&, + IXYII,,.l.a_.lz,,_ho) ’
ol x est un nombre arbitraire.

En suivant encore W. Pogorzelski (v. [1], p. 46, formule (76)) nous
considérons I'intégrale L;;(X,t) et une sphére K(X, 2| XX|) de centre X
et de rayon 2|XX| Décomposons les intégrales L;(X,?) et L;j(X,t) en
sommes d’intégrales:

Li(X, 1) = Lij (X, )+ L5 (X, 0+ L7 (X, 1),

LA X, 1) = L§ (X, ) +LF (X, ) + L5 7(X, 1)

étendues & la portion K' =02 ~ K(X,2|XX]|), & la portion Q*-K' et
& la portion restante Q—0Q*.

D’apres les inégalités (7) et (8), en posant 1—72*2 < u <1, nous
avons la limitation suivante:

¢ AXX| sup |G(M, 0; Y, 7)|dM b
13 LE (X, t)| < const f MeK” -
( ) l ? ( I )l (t—‘t)ﬂ lXMln+2—2u—h
const | XX ¥+
=o)Xy

(12)

o 0

() Dans cette démonstration les notations sont conformes a celles de la démon-
stration du théoréme 6 du travail (1], p. 44-50.
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et une limitation analogue pour le point X:

const | X X" **~*

K
(14) IL” (ji t)l < (t—‘r)" lxyln+1_l‘_ho .

En tenant compte de l'inégalité (10) nous aurons pour la différence
des secondes intégrales des sommes (12) la limitation suivante:

(15) |LE§ (X, —LE (X, 1)
sup [P(M, 6; ¥, 7)|

<consthXl"f fff Mel? oy

T Q'-K’
1 | XX["*
x —|dM db
(|XM"+2_2"] i | X e )
_ const (| XX | XX | XX|
= (t_‘r)ﬂ Ixylﬂ'!'l-—p—h‘ |X Ylﬂ+2—2p—’l. + |Xylﬂ+8-2[l—h‘) b

ou 1-h*2 < u<1.
La différence des troisiémes intégrales des sommes (12) vérifie
P’inégalité:

(16) |G T(X,)—-Li (X, )

‘ —
const | XX |"
< ;f b{_.{;‘f (t— 0)[4(0_ ‘E)” (lXMIn+2—2p lMYln+2—2“_h. +

| XX|
+ TEHEE ) aMas
_ const | XX* | XX|
NTEETANT'S (e b ¢ daia ol &

ol 1—h%2 < u < 1.

En réunissant les résultats (11), (13), (14), (15), (16) nous arrivons
a la conclusion (9), e. q.f. d.

Nous démontrerons ensuite le lemme suivant:

LEMME 2. La fonction w(X,t; Y,7), dile quasi-potentiel de charge
spatiale (v. [1], p. 30, formule (19)) de densité H(M,0; ¥,7) (ou
Y = (%1, ---y Yn) €t v joue le réle de paraméters) et ses dérivées admettent
les limitations:

plotFrtethn

——w({X,t; Y,7)| <
6t"°3m{“...3a;,’f" (&4 X,9)

const
(t _ T)Il IX Yln+2ko+k|+-.-+kn—2[l—h.

(17)

pour 2ky+ky+ ... +kn <2, 68 1—h*2 < p <1.
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Démonstration. Nous démontrerons la limitation (17) seulement
dans le cas ou 2ky+ Kk, +... + kn = 2 et &y = O (c’est-a-dire &k, + ... + kn = 2),
la démonstration dans le cas restant étant analogue et plus facile.

En s’appuyant sur ’étude du quasi-potentiel faite par W. Pogo-
rzelski (v. [1], p. 30-41), nous pouvons exprimer les dérivées premiéres
par rapport aux coordonnées du point X = (x,, ..., Zz) du quasi-potentiel
w(X,t; Y,r) pour X # Y et v <t par la formule:

o _ ' ’ -
(18) (X, 4 ¥, 1) = | X, 45 ¥, 75 0)d0

)

ou nous écrivons la fonction I7,(X,t; ¥, 7; 0) sous la forme suivante:

19) Iu(X,t; Y,7; 0) fofa%w“"'”’(X,t; ¥, )0, 0; T, )il
Q2
—®(Z,0;Y,7) J"J'fi,,,(z.ﬂ)(x ' M, )M+
1Ty ox; 1 by ’
+Uf( WX, 45 2,0)— ‘Z’e)(X,t;M,B))dM]+
+ [ [ [ = w™ X, 15 M, 0)@(M, 0; ¥, 7)~D(Z, 6; ¥, 1) aM ,
a ?

Z étant un point du domaine £ arbitrairement fixé et Z £ Y.
Soit K la sphere & ’intérieur du domaine 2, centrée au point fixé X,
de rayon |XP|=inf(|XQ|), on S désigne la frontiére du domaine 0
QeS

(c’est-a-dire K = K (X, |XP))).
En appliquant le théoréme de Green & la premiére des intégrales (19)
nous pouvons écrire:

(20) In(X,t; Y,7;0)

= &(Z,0; ¥, t)[—ffw(z’a)(X,t;Q, 6) cos (nq, #;)d8g +
oK

+fffa%w‘z-°’(x,t;M,0)dM+
9K ¢

0 0
+f9ff(%-iw(z’°)(X,t; M, 0)~a—a;iw(M’°)(¢¥,t; M, 0))dM]+

2
+fffa,—xiw“"°’((X,t; M R(PM,0; Y,7)—D(Z, 0; ¥,7)dM
2
Annales Polonici Mathematici XIV 2
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0K désignant la surface de la sphére K et (ng, z:) I’angle que fait avec
I’axe a; la normale ng au point @ de la surface oK.

Les intégrales dans 1'égalité (20) étant régulidres, si 1< 6 <1, la
fonction Iz (X,t; Y,7; 0) admet des dérivées continues de la forme:

(21) Iz (X,t; Y,7;0)

0
(X, 05 ¥,9) |- [ [ 20X, 1; @, 6)cos(no, z)dS-+
oK
+fff—f’z—w‘z'°’(x 1 M, 0)dM +
3{11'43(177‘ . ’

+ [ oy 003 3, 00— w0, 1 30, 0)ant],+

+ [ [ o w15 M, 0) (02, 05 ¥, 0)— (X, 6; ¥, v))aM
Q2

que ’on a obtenue, en posant, aprés la dérivation, Z = X.
D’aprés les limitations (7) et (8) nous aurons en tout point X # ¥,
pour T < 6 < t:

(22) Iz X,t; X, 75 0)[ <

const const
( ot

(0 —o)| XYM\ (1 — a)"‘ |X1>l"+‘

4 const __ const f f f 4
(t— 0y | X P+~ t—B)" ]XM["+2 B

const fff |P(M, 6; —&(X,0;Y,1)| aM
(t— 8)" |XM|"+2 2 ’

ou u* est une constante quelconque, et x une constante arbitrairement
choigie a l’intérieur de l’intervalle (1—A*/2, 1).

En appliquant maintenant le lemme 1, nous voyons que la derniére
intégrale de la limitation (22) vérifie ’inégalité:

C((|P(M,0;Y,7)—DP(X, 0; Y'r)| const
(23) Jf IXMI"+2+2” am < (o_t)MIXYrH-Z—?M X

N 1 1 | X Y[
X LJJ (lXMin+2—2p—h‘ + IXYll—hIXMIn+1—2u + IXMlgH.s_zy__ho_”)dM‘*'

((|o(M,0;Y,7)—P(X,0;Y,7)]
+ const J__L J XM i amMm

< const
T (6—7) | X YRR

ot 1—7*2 < u<1.
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En rapprochant les résultats (22) et (23) nous concluons que les
dérivées secondes spatiales de la fonction I(X,t; ¥,r; 0) vérifient 1’iné-
galité & singularité faible:

’ const 1
(24) ]I:uz:(X t Y 75 G)I (t— 6);4 . T lXYln+2 24t —h* (IXP|n+1_“"‘. +
1 const 1 1
. + lXpln+2—2uo) + (t— B)P(B—T)p (IXYln+2—2y—ho + IX:YI,,H_Z_Z@“_I)_". ) .

Done, en fixant u* = g, nous obtenons d’aprés la formule (18) la
limitation suivante:

(25)  |whe (X, t; ¥, 1)

const 1 1 1
< (t_r)zﬂ—l I:lxyln+2'2#"h' (lXPI'H—EFﬂ“ +1) + ]XYI”+2-2(2/‘_1)_”’. ] .

La limitation (25) pour tout point intérieur X # ¥ du domaine 2
et 7 <t établit ainsi la conclusion (17).

Remarqons encore que la limitation (17) dans le cas ou k, =1,
¢’est-a-dire la limitation de la dérivée premiére par rapport & la variable ¢,
peut étre démontrée de méme que dans le cas ot k;+ ... + %k, = 2, c. q. f. d.

3. Dérivées du potentiel de simple couche dans un do-
maine non cylindrique. Admettons que la surface latérale sy du
domaine non cylindrique Dy vérifie les conditions connues de Liapounoff
(v. [2], p. 126) dont I'une, concernant ’angle (Np,, No ) entre les normales
Np,, No_ aux deux points arbitraires (P,1?), (¢, ) de la surface sr, a la
forme suivante:

(26) (Np,, No) < const(|[PQP+]t—z) (0 <a<1);

et supposons que la surface sy possede I’orientation du temps relativement
a Péquation (1).
En outre admettons que le domaine non cylindrique Dy soit situé
dans 'intérieur du produit cartésien 2 x [0, T1].
Rappelons (v. [2], p. 125-126) que nous désignons par S, la variété
a (n—1) dimensions, formée par l’intersection de la surface latérale
sr et du plan ¢ =17, et par 2, la variété & n dimensions, formée par
Pintérsection du domaine Dr et du plan { =7, pour 0 <7 << T.
D’apres les formules (3), (4), (5) et les lemmes 1, 2 il est facile de
voir que les dérivées de la solution fondamentale I'(X, t; @, 7) de la forme:
ghotkatetkn N
mf(x,t,Q,t) pour 2k0+k1+...+kn<u

PAJ
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sont continues pour X # @ et T < ¢, ou (X, t) désigne un point du domaine
Dy et (@,7) un point de la surface sr.

Il en résulte que le potentiel de simple couche U(X,t) défini par
l’intégrale (2):

[
(27) U(X, )= [ [[IX,1;Q,7)9(Q,7)d8dr
0o S,

de densité de la couche ¢(Q, ), bornée et intégrable sur la surface sr,
admet des dérivées sous la forme d’une intégrale réguliére:

ako+kl+ tkn ako+k1+ vtk
(28) f f

atfoazks .. axke ot ax® ... onk k,,F(X1t;Q,’)‘P(Q’ 7)dSgdr

en tout point (X, %) du domaine Dy pour 2k,+k, + ... + %, < 2, pourvu
que X #QeS,, 0<t<1 en outre en ces points (X,t) le potentiel
U(X,t) vérifie 1’équation (1).

Nous désignons par w; la partie commune des domaines fermés
Q, pour 0 <7<t (produit des domaines fermés 2,, c’est-a-dire o

\J 2.). Done, nous concluons facilement que (si I’ensemble w¢ n’est
ogr<t

pas vide) le potentiel U(X,?) admet des dérivées de la forme (28) en
tout point intérieur (X,t) du produit cartésien w;x[0, T], en plus —
le potentiel U(X,t) vérifie ’équation (1) dans l’intérieur de ce produit
cartésien w¢ x [0, TT.

Etudions maintenant le potentiel U(X,t) dans la partie restante
du domaine non cylindrique Drp, c’est-a-dire dans le domaine Dy —
—int(w: x [0, T'7).

D’aprés la formule (3), nous pouvons écrire le potentlel U(X,t)
sous la forme d’une somme des intégrales:

(29) U(X,t) =V(X,0)+V(X,1),

ou t

(30) VX, )= [ [[w9X,t;Q,1)9(@Q,7)d8edr,
0 S,
1

(31) 7x,)=[ [[%X,t;0,7)9(Q,)d8dr.
o 8,

(3) Nous conservons le signe d’intégrale double pour l'intégrale de surface a (n—1)
dimensions dans I’espace euclidien E™ i n dimensions. Pour simplifier les notations
nous omettons (v. [2], p. 126, formule (3)) le facteur (sin (NQ t))" sous le signe de
I'intégrale de surface.
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En tenant compte de la formule (5) nous voyons que l’intégrale
V(X,t) est indéfiniment dérivable en tout point (X,?) du domaine
Dp—int(we x [0, T]). D’apres les formules (4), (6), (8) le second membre
w(X,t; Q,7) de la somme (3) et ses dérivées de la forme (28) admettent
des singularités en tout point (X,?) du domaine Dr—int(w;x[0,T])
si (X,7)espr pour 0 < v <.

Donc on peut définir la valeur de la fonction ¥V (X,t) en tout tel
point (X,?) du domaine Dr—int(w: x [0, T]) par l’intégrale singuliére:

(32) V(X,t) = nmf ff (X,1;Q,7)9(Q, 7)dSdr

a0 g S

ou X; désigne (v. [2], p.131) la portion de la variété §,, formée par
l’intersection de la variété S, et du cylindre W(P, p,) dont 1'axe est la
normale 3 la variété 8, au point P et le rayon est o,, le point P étant
déterminé par la relation |XP| = ci?nf:;‘(lXQl).

€ T

Nous démontrerons le théoréme suivant:

THEOREME 1. 87 la densité ¢(Q,t) est une fonction intégrable sur la
surface latérale sr satisfaisant aux conditions de Liapounoff (v. [2], p. 126,
I, II, III) et si elle vérifie Dinégalité:

(33) (@l < L2 (0<u<h)

alors Dintégrale singuliére V (X , t), donnée par la formule (32), est absolument
et uniformément convergente et admet des dérivées en tout point (X,t) du
domaine Dp—int(w; X [0, T]) tel que (X,7) e 8y pour 0 <7 <t, données
par les formules:

(34)

gho+hrt..tka -
J Jf W(X,t,Q 7)9(@,7)d8qdr

X,t
M ogkr | ogkn VX, b= ot*ozk .. auln
(2ko+k1+--~+kn <£2).

Démonstration. Démontrons d’abord l’existence des intégrales
singuliéres figurant dans la relation (34) et établissons cette relation dans
le cas ou &, +... + ko = 2. La démonstration dans le cas o k,+... + ks < 2
et k, = 0 étant analogue et plus facile, nous I’omettons.

Soit done (X, t) un point arbitraire du domaine Dy —int(w¢ X [0, T]).
Il existe alors un nombre 7, positif et tel que (X, ;) ¢ 87 ¢’est-a-dire
XeS,,.

Supposons que 0 <7, <t, car dans le cas { <7, < T les fonctions
figurant sous les intégrales de 1’expresion (34) sont réguliéres et il est
évident que la relation (34) est alors vraie.
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Nous désignons par J(X,?) l'intégrale singuliere figurant dans la
relation (34) dans le cas k,+...+ %k, = 2 et écrivons cette intégrale sous
la forme suivante:

85  J(X,1)=lm f J ®eefX,15Q,7)0(@, 1)dBodr.

_gl

Pour prouver l'existence de cette intégrale, décomposons l’intégrale
de surface sous le signe de l’intégrale simple en deux pa.rties étendues
3 la portion X?— X et 3 la variété restante S,— X7, ou X, désigne la
portion de la variété 8, découpée par le cylindre W(P,d/3) dont I’axe
est la normale 4 la variété 8, au point P et le rayon est d/3 conformément
aux conditions de Liapounoff, ou d est la constante, intervenant dans
les conditions de Liapounoff.

D’aprés les propriétés du quasi-potentiel de charge spatiale (la
fonction w(X,t; @, ) est le quasi-potentiel de charge spatiale de densité
O(M,0;Q,7) —v. lemme 2, p. 14) D’intégrale étendue & la portion
8.— X7, que nous désignerons par J,(X,?), est bornée et réguliére.

Donc, il suffit d'étudier ’intégrale étendue & la portion Z?—Z; et
nous la désignerons par J,(X, ).

D’aprés les conditions de Liapounoff (v. [2], p. 126) on a les inégalités:

XP]

36 0<*\I QI\ -1 0<const<l-—

(36) 1S IXQ'I <2 IX?I’

ol Q' est la.~projection du point @ sur le plan tangent au point P de la

variété 8,, P le point d’intersection de la normale & la variété S:; ou

point P, déterminé par la relation |XP| = ing (| XQ1), avec la variété
QeS;

8; const et y sont des constantes, qui ne dépendent que de la surface sr.

Gréace 4 la représentation localement analytique de la surface latérale
87, on peut remarquer que pour le point P de la portion X on obtient
(v. [2], p- 127):

29(0, ..., e+ (v—12))

(37) | XP| = -

lt—1z] (0<d<1).

En s’appuyant sur les conditions de Liapounoff et les inégalités (33),
(86), (17) nous pouvons écrire 1’inégalité:

: dSQd’E
38 Jy(X,t t M, 3
( ) l 2( )I cons f ff (t—r)"lXQ In+2-2;r-h
4 dls
< const M f rdrde

tﬂw(t T)”(IXPI +7r )(5—1;1—};0),2 .
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En profitant de la formule (37) et en intégrant par rapport & la
variable r, nous arrivons a l'inégalité:

dr
Poli—offe—a] P

t
(39) [Jo(X, t)| < const M, f
d 0

On peut toujours choisir la constante x de fagon qu’on ait:
(40) u<l, 3—h*4p,—2u<1

alors l'intégrale simple dans 1’inégalité (39) est bornée.
Grace & ce choix de la constante u 'intégrale simple étudiée admet
la limitation suivante:

J
dr
@y of I

T
(F—1z)  (f—mg) T

2u+h®—2—py, 1
< const ( ) .

En rapprochant les résultats obtenus (38), (39), (41) nous arrivons

a la limitation:
, +h*—pg—2
(42) T, 8] < const M, v

(t—zz)"

qui prouve l'existence de l’intégrale J(X,t) en tout point (X,?) du
domaine Dp—int(w; x [0, T]), pourvu que (X,7;) esr pour 0 <7z, <t.

Nous démontrerons maintenant la formule (34) dans le cas ol
ki +...+ks = 2. Dans ce but considérons la fonction:

t
(43) Ix,n={ £ [@i(X, 15 Q,7)9(Q, 7)d8edr
0 T

et étudions la différence:

_ I, 9=I(X, 1)

(44) D .

—-J(X,1),

OU (X, ) = (&yy eory By1y Byy Bpg1y eoey Ty B)y  (Xigy ?) = (Byy veey Ty—1y T3+
+k, %41y ooy Zn,t) étant des points du domaine Dr—int(w¢ x [0, TJ).

Nous pouvons écrire le premier terme de la différence (44) sous la
forme d’une intégrale: )

I(Xln t)—‘I(th)
k

(45)

4
=%J ff (o Xry 15 @, 7)—Wo( X, 15 @, 7)) 9(Q, 7)o de
0 S.l,
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que nous décomposons en somme d’intégrales:

gy [T )-IE _ 1

1
Iol(X’ t) + EI‘?n(X"’ t) +J2(X0k; t) +J1(-X0ky t)

étendues respectivement & la portion X, de la variété S, située i Dintérieur
du cylindre W(P, o), ol ¢, = 2|k| < d/12, & la portion Zi— X} de la
variété 8, située i D’intérieur entre les cylindres W (P, 2| %)), W (P, d/3)
et & la portion restante S,— X7, le nombre & étant positif et inférieur
a unité.

D’une facon analogue on peut décomposer l’intégrale J(X,?) en
trois termes:

(47) J(X’ t) =J3(X7t)+J2(X’t)+J1(X1t)‘

Etudions d’abord les intégrales Jy(X,t), I,(X,?), I,(Xk,t). Tout
a fait comme dans le cas de I’évaluation de ’intégrale J,(X, ?) nous aurons:

t 2|k

(48) lJa(X,t)éconstMv,ff r*drdz
o o

TFV’ (t - T)”(] XP [2 "E‘ r2)(4—n—2;t—h‘)l2

_ constM,(2[k|) T H I He
(t—1z)"

)

o 1+p,—h* <x <1, et 3(3—R*+pp—x) <pu <1.
Ensuite nous obtenons la limitation suivante:
¢ 20k|

(49) I, (X, )| < constM, f f ridrdy
0 0

POl —7)(| X P ) T2

const M (2| k|) te M —1He~1

<
(t—7z)

et une limitation analogue pour le peint X :
(3| k|)1+nt2ﬂ+h°—n-ﬂ,,—l
(t_r.’l:g)”

o 0 < <h*—p,, ot 3(24+n—Rh*+p,) <p<1.
D’aprés les égalités (46), (47) nous pouvons écrire la différence D
sous la forme suivante:

(50) IIQI(X,;, t)| < const M,

?

(51) D =—ZIo(X, 0+ L (X, 0—Jo(X, 1)+ Xon, ) —To(X, 1) +
+Jo(Xok, t) — (X, 1)
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En s’appuyant sur les limitations (48), (49), (50) nous remarquons
que les termes J4(X, ?), %IQ‘(X , 1), %Ial(x,,, t) sont arbitrairement petits

si |k| est suffisamment petite.

Gréace a la continuité des intégrales J,(X,1), et J(X,?) les termes
WX, 1) —J(Xor, 1) et Jy(X, 1) —Jy(Xox,t) sont aussi arbitrairement petits
si |XX,r| est suffisamment petite.

Done, d’aprés la relation (44), a tout nombre positif ¢ on peut faire
correspondre un nombre positif é tel que on ait:

(52) |IDj<e, si |kl<3d.

Nous arrivons ainsi & la formule (34) dans le cas ol k, +... +k, = 2.
Passons maintenant au cas ou %k, = 1. Désignons par L(X,?) D’in-

tégrale singuliére figurant dans la relation (34) et écrivons la sous la
forme suivante:

¢
(53) L(X,n=1im [ [[ @X,1;Q,7)p(Q,)d80dr.
00 g5

En s’appuyant sur la limitation (17) et en répétant le raisonnement
fait dans le cas ol k; + ... + ks = 2, on démontrera l’existence de I’intégrale
L(X,t) en tout point (X,t) du domaine Dzp—int(w;x [0, T]) sous la
condition que (X, 7;) € 8y pour 0 <7, < 1.

Pour démontrer la formule (34) dans le cas ou %, = 1, nous considérons
la différence: _ _

(54) R=V(X,t+k]1-—V(X,t)
et nous démontrerons que cette différence R est arbitrairement petite
si |k| est suffisamment petit.

Dans ce but nous supposons d’abord que k¥ > 0, ¢, = 2k et décompo-
sons le quotient différentiel de la fonction ¥ (X,t) en somme d’intégrales:

(55) V(X,t—{-k;c——V(X,t) =}’E(Vg.¢+k)(x’t+k)+vg.;+k)(x’t+k)+

+PO(X, 14+ k) — TOO(X, 1) + IO (X, t+9F)

VK

+ [ [ @&, t+%;@,7)—B(X,1;Q,7) 9(Q, 7)dSeds +
o yl

* \J

t
+ [ [ ®uX, t+9%; Q,7)9(Q, 1)d8dr

0 S’,-Z:

—L(X,1)

Jf)®(X, t+%; @, 1)9(@, dSeds+
S,—x7

ou 0 <¥ <1.
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En fixant % < 4(t—7z), tant pour 0 <7, <t que pour t<t.< T,
nous pouvons établir comme dans le cas de 1’évaluation des intégrales
(38), (39), (41) les limitations suivantes:

+k

56) |V X, 1+ k)| < const M, dv .
(66) |Vo “(X,t+Fk) wtf Tp,(t_'_k_,r)ult_rzll—zp—h

const M k'~
= to(t—v,)

t+k

(57)  |[FHH(X, t+ k)| < const M, f Lid
$

ot + k—7)(d/3)' "

1-u
< const M,k
te

ou —h*2 < u <1, et aussi:
¢
(68) |POY(X, t+k)| < const,(2k)"* f

dv
Ptk — )T —r T

< const M,(2k)' "

T

¢
(59)  |FOO(X, )| < const M, (2k)*" f
0
const M, (2k)' "
It_ 1z|1+vl—y—h‘
ou 0<n<l, QA +n—p—h)<pu<l.
Remarquons encore que l'intégrale LYit*¥(X, 1+ 9k) admet la li-
mitation:

dr
ot —1)f|r—1, [Fa—2u—ht

t+o0k

(60) |Z&HOM( X, 14 8k)| < const M, f dr
¢

otk — 1) |r—T

< const M (%) ™
= t“wlt—rxla—z"_h.

ou $(2—nh*+pu,) < u <1, en outre on a 1’égalité suivante:
(61) LO(X, t+0k) = LY (X, t 4+ 9k) — L0 X | ¢+ 0k) .

En tenant compte de la décomposition (55) et de 1’égalité (61) nous
pouvons écrire la différence R sous la forme suivante:
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(62) R —=(PEHO(X, 14+ k)+TU(X, 1 4K)+TONX, t+k)—
%

—VONX, 1) + LAY X, t+0k)— Lo X, 1) —
—IEPMX, 1+ 0k) — LP(X L 1)
Done, d’apres la décomposition (62) et les limitations (56), (57), (58),

(59), (60) a tout nombre positif ¢ on peut faire correspondre un nombre
positif § tel que 'on ait:

(63) |R|<e, si k<.

On traite d’une fagon analogue le cas ou k¥ < 0 (dans ce cas nous
admettons I’hypothése que |k| < min((¢—7:)/2,1/2)) et on justifie 'égalité
(34) dans le cas ou k, =1, c. q.f. d.

COROLLAIRE. Le potentiel généralisé de simple couche U(X,t) vérifie
Véquation parabolique (1) en tout point (X, t) du domaine non cylindrique Dy

Démonstration. Supposons que (X,?) e Dr—int(wx[0, T]);
d’apres le théoréme 1 nous obtenons:

¢
(64) PIU(X, 0] =[ [[PII(X,1;9Q,7)]p(Q,7) dSedr.

S‘l
Décomposons la fonction P[U(X, )] en deux intégrales:

(65) YU(X,t)] =Y[U,(X, ]+ ¥Y[U(X,1)]

¢
— [ [[(#rwe(x,t; Q, 0]+ PIB(X, t; @, 9)])p(@, 7) #Sedr +

0 }:1

+f JJ P, 150, 01p(@, 7)aS0dr

SZ‘

étendues & la portion X, de la variété S, et 4 la portion restante S,— Z:.
Remarquons maintenant que pour g, = 0 on aura:

(66) YIU_(X,0]=0.

Grice & la régularité de la quasi-solution w9(X,¢; @, 7) le terme
restant Y[U,(X, t)] est arbitrairement petit si g, est suffisamment petit,
c’est-a-dire & tout nombre posmf ¢ on peut faire correspondre un nombre
positif é tel que

(67) PIUL(X, )]l <e, si o<8.
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Donc, en vertu des relations (65), (66), (67) nous concluons que I’on a:

(68) IW[U(X) Dll<e, si o<
ce qui établit le corollaire, puisque d’aprés (68) on a:
(69) YIU(X,t)]=0

c. q.f. d.
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