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Vergieichssatz fiir die Losungen linearer
Differential-Ungleichungen

Von HorsT HEROLD (Berlin)

Mikusinski [77 stellte den folgenden Vergleichssatz fiir die Losungen
linearer Differentialgleichungen auf: Fiir a < # < § seien die Funktionen
A(x) und B(x) stetig, A(x) > 0 und B(xz) < A (z). Die Lésung o(z) von
Y+ A@)y =0 (n>=2) mit o®(a) =0 (k =0,1,...,2—2), 0™ V(a)
= 1 verschwinde in (a, §) nicht. Sind dann y(x») bzw 2(x) nichttriviale
Losungen von y™ +A(x)y =0 bzw. 2™ +B(x)z = 0, die den gleichen
Anfangsbedingungen bei a geniigen und deren eine fir e« < # < # nicht
negativ sei, so gilt y(z) < z(2) fir a <2 < B.

Im Hinblick auf dieses Ergebnis soll ein Vergleichssatz fiir die Losun-
gen linearer Differential-Ungleichungen angegeben werden. Unter einer
Losung einer linearen Differential-Ungleichung n-ter Ordnung wird dabei
eine n-mal stetig-differcnzierbare Funktion verstanden, die im zugrunde
gelegten Intervall der Differential-Ungleichung geniigt.

Im folgenden wird stets angenommen, dafl die in den Dﬁferentla.l-
ausdriicken auftretenden (reellwertigen) Funktionen in [a, b) stetig seien.

Es sei

n—1

L@y) = y™+ D pi@)y?  (n>2).
i=1

Mit K(z,s) werde die vom Parameter s, a < s < b, abhingige Losung
der Differentialgleichung L(y)+P(z)y = 0 bezeichnet, fir die

O* K (s, 5)
8k

0" 'K (s, s)

=0 (bk=0,1,...,n—2), py

=1

ist (K (x,s) heilt Cauchy-Funktion der Differentialgleichung).

L(y)+P(w)yeK* soll gleichbedeutend sein mit K(x,s)>0 fir
a<s<xz<b. '

L(y)+P(z)yeK* ist beispielsweise erfiillt, wenn eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist:

(a) ps(2)<0(¢ =1,...,n—1),P(x) <0 in (a,b).
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(b) py(x¢) =0 (¢ =1,...,n-1), P(z) > 0, K(», a) > 0 in (a, b) (siche
Mikusinski [7]).

4" 1(n —1)!

b
(¢) pi(®) =0 (5 = 1,...,n—1),aj|P(m)|dt< e

(sieche Levin [6]).

(d) L(y) +P(x)yeK*, wo P(x) < P(x) in (a, b) (siche Azbelev und
Caljuk [1]).

(e) K(w,8)> 0 fiir a <2 <8< b, wo K(x,s) die Losung der adjun-
gierten Differentialgleichung L(y)+P(z)y = 0 ist, die fir ¢ =s die
gleichen Anfangsbedingungen wie K (x,s) erfillt.

Schliefllich sei bemerkt, daB jedes fiir die Diskonjugiertheit(!) von
L(y)+P(x)y =0 in {a,b) hinrecichende Kriterium trivialerweise auch
L(y) +P(x)y <K sichert.

Dije Bedingung (a) folgt daraus, daB8 die Differentialgleichung L(y)+
+P(x)y = 0 einem System linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung
mit nicht negativen Koeffizienten dquivalent ist und K (x,s) fir ¢ = s
nicht negative Anfangswerte besitzt.

Die Bedingung (e) ergibt sich daraus, da8 das Ra,ndwertproblem
Ly)+P@)y =0, y¥(a) =0 (k=0,1,...,n—2), y(f) =0 (@a<a<p
< b) genau dann 16sbar ist, wenn das Randwertproblem

L(y)+P@)y =0, y(a) =0, y™(B) =0 (k=0,1,...,n—2)

losbar ist.

Die Bedingung (d) erhilt man auch unmittelbar aus dem folgenden
Satz.

Sarz. Sei L(y)+P(z)yeK und p(x) < P(z) in [a, b); y(x) sei eine
Losung der Differential- Ungleichung

L(y) +P(2)y < h(x),

v(x) eine Losung von
L(v)+p(®)v = h(=),

wobei y® (a) = vP(a) (K = 0,1,...,n—-2), y" (a) < v (a) gelte.

Ist v(z) >0 in (a,b), so folgt y(x) <v(x) in (a,b)(2).

Ist in einem Intervall (a,a+¢) v(x) >0 und p(r) < P(x) und ist
in (a,d) v(x)>=0 oder y(x) >0, so folgt y(x) <v(z) in (a,b).

(1) Eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung heit im Intervall I diskon-

jugiert, wenn jede nichttriviale Losung weniger als n (mit Vielfachheit geza.hlte)
Nullstellen in I besitzt.

() Voraussetzung v(z) > 0 im Falle p(x) = P(x) entbehrlich (siehe (1)).
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Ist in einem Intervall (a, a+¢€) v(z) > 0 und ist in (a,d)y(x) > 0,
8o folgt y(z) < v(x) in (a,b).
Bemerkung. Den eingangs zitierten Vergleichssatz von Miku-
sinski erhdlt man, wenn man (b) beachtet.
Beweis. Sei v(x) >0 in (a,d). Mit u(z) = v(x)—y(x) git
(1)  L(uw)+P(x)u = L(v) +P(x)v—(L(y)+P(x)y)
> L(v)+P(z)v—h(z) = L(v)+p(x)v—hi{z) > 0.

Setzt man
(2) g(v) = L(u)+P(x)u,

so ist u(z) die Losung der Differentialgleichung
L(w)+P(2)u = g(a),

die den Anfangsbedingungen w®(a) =0 (k =0,1,...,7—2), w" D(a)
= (0 > 0 geniigt. Nach der Formel von Cauchy ist somit

(3) u(z) = fK(a;, 8)g(s)ds +CK(z, a).

Da wegen (1) und (2) g(x) > 0 in (a, b) ist, folgt auf Grund der Voraus-
setzung «(z) >0 in (a, b).

Es sei jetzt in einem Intervall (a, a-+¢) v(z) > 0 und p(z) < P(x).
Nach (1) und (2) ist dann ¢g(x) > 0 in (@, a+¢).

Ist nun v(«) > 0 in (a, b), so erhilt man aus (1), (2) und (3) w(x) > 0
in (a,bd).

Ist aber y(x)> 0 in (a, b), so wird mit (a, ¢), ce(a, b], das groBte
Intervall bezeichnet, in dem v(x) > 0 gilt. Wéare ¢ +# b, so erhielte man
wegen (3) v(z)—y(x)> 0 in (a, c¢], woraus sich der Widerspruch v(c)
> y(¢) > 0 ergiabe. Also ist ¢ = b, und es folgt nach dem eben Bewiesenen
v(z) > y(x) in (a, bd).

SchlieBlich sei in einem Intervall (a,a+¢) »(z) >0 und in (a,b)
y(x) > 0. Wird ¢ wie eben gewéhlt, so ergibe sich im Falle ¢ # b aus (1),
(2) und (3) »(x) > y () in (a, ¢]. Hieraus wiirde v(¢) > 0 folgen. Also ist
¢ =b.

Als Anwendung des Satzes wird gezeigt:

Die Funktion p(x) sei in (a, f) stetig und es gelte dort

(B—a)’
3V3 (@—a)’(f—2) "

Dann ist die Differentialgleichung

(4) v+ p(w)o =0

lp (@) < P(2) =
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in (a, B) diskonjugiert. (2 /31/5- kann nicht durch eine .grtiBere Zahl ersetzt
werden.) _

Beweis. Kim [6] hat bewiesen, daB

(B—a)
(@—aP(B—a)

genau dann in (a, f) diskonjugiert ist, wenn |A| < 2/3V3 ist.

Wire v'"'+p(2)v =0 in (a, f) nicht diskonjugiert, so miilite sie
bekanntlich (siche Hanan [4] oder Azbelev und Caljuk [2]) eine nichttri-
viale Losung v(z) mit v(a) = v'(a) = 0 (ae(a, f)) besitzen, die eine weitere
Nullstelle in (a, B) besitzt. Nach dem Satz kann v(z) in (a, §) nicht ver-
schwinden, da die Losung y(#) von y""' +P(z)y = 0 mit y®(a) = v¥(a)
(k =0,1,2)in (a, f) nullstellenfrei ist. Die Losung »(x) kann aber auch
in (a, a) nicht verschwinden, da sonst die adjungierte Differentialglei-
chung v"""—p(x)v» = 0 cine Losung haben miifite, bei der einer Nullstelle
eine doppelte Nullstelle vorausgeht, was aber wegen —p(z) < P(x) nach
dem Satz ebenfalls ausscheidet.

~ Aus den Ergebnissen von Mikusinski [7] kann noch eine’ Folgerung
gezogen werden (man vgl. hierzu auch Caplygin [3]):
Mit w;(z) (¢ =0,1,...,n—1) werden die Losungen von

Y. | =0, A reelle Konstante,

y® +A(x)y =0, A(z)>0 und stetig in [a, 8],

bezeichnet, fiir die w{®(a) = 8, gilt.
Es sei y(x) eine Losung von y™ A (x)y >
(k¥ =0,1,...,n—1). Gilbt ¢, =0 (k =0,...,1—1;
schwindet w,(z) in (a, ) nicht, so ist y(z)>= 0
Fir y(z) gilt ndmlich die Darstellung

0 mit y®(a) =¢,>0
0<I<n—1) und ver-

in [a, B].

x n—1
y(@) = [ K(@,8)y"(s) +A4(8)y(s))ds + D ;o ()
a i=0

und da w;(x) > 01in (a, p] gilt fiir ¢ > I (siehe Mikusinski [7]) folgt wegen (b)
die Behauptung.
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