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Résumé. Soient ¥ un sous-ensemble de R"®"x R™, E; = {x € R*; (z,1) € K},
m la mesure de Lebesgue dans R", -~ la différence symétrique de deux ensembles.

Dans ce travail on obtient les résultats suivants:

(1) 8Si E est compact et m((frE),o) =0, on a: m(E; ~ Ey )0 lorsque ¢—i,,
t € R* (théorédme (2.1)).

(2) Bi E esat semi-analytique dans R™ x R et m (E; — Ey)—>0 lorsque ¢{—{,, on
a m((frE)go) = 0 (théoréme (3.1)).

(3) 8i E est semi-analytique et compact dans R"x R, on a m(E; - E;)->0
lorsque t—>t,, ¢t € R si et seulement si int((frE),) = 0.

Les exemples (4.2) et (4.3) montrent que dans le théordme (3.1) les conditions:
»m = 1 et F est semi-analytique” ne sauraient étre omises.

Dans ce travail nous allons donner une condition nécessaire et suf-
fisante pour que la section d’un sous-ensemble de R™ x R™ goit continue.
La continuité d’une section en #, € R™ signifie que m(E, — K, )—0 lors-
que t—1,, t € R™ Nous utilisons ici le symbole - pour la différence
symétrique des ensembles.

La définition de E, est la suivante:

E, = {x e R"; (z,%) € B}

c’est-a-dire que E, est la projection de la section {y = t}nE sur R™

Nous allons montrer que pour la continuité en ¢, de la section d’un
sous-ensemble compact de R"™ x R™ il suffit que int((f.rE),o) soit vide.
Or, cette condition n’est pas nécessaire pour les sous-ensembles compacts.
Si nous supposons que la dimension m = 1 et que l’ensemble E est com-
pact et semi-analytique, la condition ci-dessus sera nécessaire et suffisante.
Nous donnerons au Section 4 des exemples qui prouvent que ,m =1
et F est semi-analytique” sont des hypothéses qui ne peuvent pas étre
omises.

1. Nous exposerons d’abord les notations, les définitions et les faits
de la théorie des ensembles semi-analytiques qui nous seront utiles. Tous
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les théorémes sur les ensembles semi-analytiques sont empruntés au
travail [1]. Soit £ un sous-ensemble de R" X R™. Posons E;, = {v € R*;
(z, 1) € E}. Observons que:

(AUBh = A‘UBl, (AﬁB)‘ = A‘ﬁB‘

ou A, B sont des sous-ensembles de R" x R™. Nous utilisons le symbole —
pour la différence symétrique de deux ensembles i.c.

A =B = (A\B)U(B\4) = (AUB)\ (4~ B).

On vérifie facilement que pour A = A’VA"”, B = B'UB”" ona A -~ B
< (A’ =~ B')u(4" =~ B").

Un sous-ensemble 4 de R* est dit semi-analytique s’il existe, pour
chaque point de R*, un voisinage U et des fonctions f;, g,;, ¢ =1,...,s,
j=1,...,r, analytiques dans U tels que

8 r
AnTU = iLJ”r]l{.fv e U; g,y(®) > 0, fi(z) = 0}.
Voici maintenant une liste des propriétés des ensembles semi-analyti-
ques:

(1.2) Le complémentaire d’un ensemble semi-analytique est semi-
-analytique.

L’intersection d’une famille finie d’ensembles semi-analytiques ost
semi-analytique. La réunion d’une famille localement finie d’ensembles
semi-analytiques est semi-analytique.

(1.3) L’adhérence, l'intérieur et la frontiére d’'un ensemble semi-
-analytique sont semi-analytiques.

(1.4) L’image réciproque d’un ensemble semi-analytique par une
application analytique est semi-analytique.

On appelle partition d’un ensemble @ = R* la famille {Q,;} d’ensembles
disjoints telle que @ = | @;.

Soit 4" une partition d’un ensemble Q@ = R*. Prenons A < R*.

On dit que la partition A4 est compatible avee A si et seulement si
pour chaque I'e #” on a I"< A4, ou I'nA =@. Pour que la partition 4
soit compatible avec A il faut et il suffit que AnQ = J I}, {I}} < 4.

Nous utiliserons le théoréme suivant (1’un des plus importants dans
la théorie des ensembles semi-analytiques).

THEOREME (1.5). Soient A,,..., A, des sous-ensembles semi-analy-
tiques de R® et a € R*. Alors pour chaque ¢ > 0 il existe un voisinage Q du
point a, de diamétre plus petit que &, pour lequel on peut trouver une partition
finite & de Q, satisfaisant aux conditions suivanies:

(i) Les membres I'; de la partition A" sont semi-analytiques et sont aussi
des variétés analytiques.
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La partition A" est compatible avec A,, ..., A,.

(ii) 8¢ 'ew', dimI’ = s, (I'\I')nQ est une réunion de membres de
dimension < s.

(iii) On @ a €I pour chaque I' e 4.

La partition & décrite ci-dessus est appelée partition normale au point
& compatible avec A,, ..., A,.

En utilisant le théoréme (1.5) on peut montrer que ’adhérence d’un
ensemble semi-analytique est semi-analytique, que chaque ensemble semi-
-analytique est localement connexe et qu’il admet un nombre fini de com-
posantes connexes.

Soient @ un voisinage du point @, .#" une partition normale au point a
et un point b € Q. Notons V; = la réunion des membres de dimension ¢.
Alors Q = VU ... UV,

THEOREME (1.6). Il existe un voisinage Q' de b, de diamétre plus petit
que ¢ (quel que soit ¢ > 0) qui salisfail aux conditions suivantes:

(i) Les ensembles V; = V,;nQ’ ont un nombre fini do composantes con-
newes.

(ii) Ces composantes forment une partition normale 4 de Q'.

Une telle partition A~ est appelée partition normale induite au point b
par la partition A"

On voit que si 'e V", I'nQ’ # @, dimI' = n, alors I'nQ’ est la ré-
union de membres I € /' de dimension ». Comme V,u... VUV, _; est
fermé dans @ (& cause de la propriété (ii) de la partition normale, théoréme
(1.5)),ona Q@ n(V,u... UV, ;) = O pour b € ¥, et un voisinage suffisam-
ment petit @’ de b.

On dit qu’un point @ € E est un point régulier de E de dimension
k, si pour un voisinage U de a, U FE est une sous-variété analytique de
dimension k. En utilisant le théoréme (1.5) on peut montrer que l’en-
semble des ponts réguliers de dimension % d’un ensemble semi-analytique
est semi-analytique.

Soit A un ensemble semi-analytique. On définit la dimension de
A en x, dim, A, comme le maximum des dimensions des points réguliers
dans un voisinage suffisamment petit de z. Cette définition est correcte
en vertue du corollaire suivant du théoreme (1.5).

COROLLAIRE. Quel que soit x € A, il existe un voisinage U de x contenant
des points réguliers seulement de dimension. < n et Uensemble des points
réguliers de A est dense dans A. Admettons dim, A = —1 si x ¢ A et posons
par définition:

dimA = max des dimensions des points réguliers de A

= max {dim_4, z € A}.
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Le théoréeme (1.5) entraine la proposition suivante:

ProPOSITION (1.7). Lorsque U est un voisinage suffisamment peti: de a,
et A est une partition narmale auw point a, compatible avec E, on o

dim A = max{dimI'; I'<c A, I"'e ¥},

Voici une liste des propriétés de la dimension d’un ensemble semi-
-analytique:
(1.8) 4, B sont des ensembles semi-analytiques

A € B=>dim 4 <dim,B, dimAd<dimB3B,
dim_(4AUB) = max(dim,4, dim_B),
dim(AUB) = max(dim 4, dimB),
dim,4 = dim,4, dim4 =dim4.

On voit facilement que

(1.9) {x e A; @ est un point régulier de dimension k} = int4 pour
A < R¥, semi-analytique.

Nous utiliserons le théoréme suivant de Lelong:

(1.10) Tout ensemble semi-analytique relativement compact de di-
mension k est de k dimension mesure de Lebesgue finie égale & la mesure
de sa partie réguliére de dimension k.

Les démonstrations de tous les théorémes cités ci-dessus se trouvent
dans le travail [1].

Nous donnerons ici la démonstration d’un simple corollaire:

(1.11) Soit A un ensemble semi-analytique contenu dans R*. Alors
m(A) > 0 st et seulement 8i int A +# @B. (m signifie la mesure de Lebesgue
dans RF).

On voit facilement que int A # @ entraine m(4) > 0. Admettons
done que m(4) > 0. Si A n’est pas borné, nous représentons R* comme la
réunion d’une suite croissante de boules U;. Comme m(A4) > 0, il existe
une boule U de cette suite telle que m(4An U) > 0. En vertu de (1.10)
la mesure de An U est finie et égale & la mesure de sa partie réguliere
qui est, d’aprés (1.9), justement int(An U) = (int A)n U. Nous avons
donc les inégalités

m(int A) > m{int(AnT)) = m(4nT) > 0.
Done int A est non vide.

2. Maintenant nous allons montrer que m((frE),o) = 0 est une con-
dition suffisante pour que la section d’un ensemble compact soit continue.
On peut admettre t, = 0.

- THEOREME (2.1). Soit E un sous-ensemble compact de R" x R™. Notons
m la mesure de Lebesgue dans R™. 8i m((frE),) = 0 alors
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(i) m((frB), — (frB),) >0 lorsque t—0,t c R™,

(ii) m((intE), — (int B),) >0 lorsque t->0,t e R™.

Remarque. Comme E = frEvintE, en vertu de (1.1) on déduira
du théoréme ci-dessus que

(iii) m (B, — E,)—>0 lorsque t—0,7 c R™.

Démonstration du théoréme (2.1). Nous allons d’abord dé-
montrer un lemme. ~

LEMME (2.2). Soit {A,} une suite de sous-ensembles mesurables d’une

espace métrique (X, m). Notons limsup A, = (N (|J 44, = {# € X; © ap-
8=1 r=0
o«
partient & un nombre infini de A,}. 8i m({_J A,) < oo, alors on a m(limsup4,)
> limsupm(4,). 8=l

Démonstration du lemme. Comme la suite des ensembles
(U 4,,,) est décroissante, et que ce sont des ensembles de mesure finie,
m=0 ’
on a ([2]):

m (!51 (Q)AGH)) = inf, {m(g Aa+r)} .
Il en résulte que )

m(limsup 4,) = inf{m( D 4,1}

r=0

Nous allons démontrer que infm(| ) 4,,,) > limsupm(4,). Observons
r=0

que pour chaque $, limsupm(4,) < m(|J 4,,,). Ceci résulte du fait

re0

que m(4,) <m({\J) 4,.,,) pour s>s,. Ainsi on a m(limsup4,)
r=0

= infm(Uo A,y,) = limsupm(4,). Passons maintenant & la démonstra-
ra

tion du théoréeme (2.1). Nous allons démontrer (i).

Comme (frE), ~ (frE), = ((fr E),\(fr E),) U((fr E),\ (fr B),), il suffit de
montrer que m((fr E),\(frE),)—~0 et m((frE),\ (frE))—0 lorsque t—0,
t e R™ Observons que (frE),\(frE), < (frE),, donc m((frE),\(frE),)
= 0. Supposons maintenant que m((frE),\(frE),)] ne soit pas conver-
gente vers 0. Alors il existe une suite {¢,} < R™, ¢,—>0 telle que
(fr E),, \ (fr E), est de mesure plus grande qu’un & > 0. Appliquons mainte-
nant le lemme (2.2) aux ensembles 4, = (frE),, dans l'espace (R™, m).

TIs vérifient la condition m{{_) 4,) < oo puisque E est compact.
8=1
Le lemme (2.2) entraine 1’inégalité suivante:
m(limsup (fr B), ) > limsupm((fr B),,).

2 — Annales Polonici Mathematict XXXVII,3
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Comme pour chaque s on a m(frE),)> m(({frE), \(frE)) > ¢,
on en déduit que limsup m((frE), ) > ¢, d’ot m(hmsup(frE ) > e

Nous allons démontrer que hmsup (fr E),, est contenu dans (frE),.
Prenons un point z € limsup (frE)ca. Pour un t.el point il existe une suite
{o,,i} < {¢,} telle que x € (f_I‘E)c,‘ pour chaque indice s;. Cela signifie que
(%, ¢,,) e fr £ pour chaque s;.

Comme frF est un ensemble fermé, il en résulte que la limite (z, 0)
appartient aussi & fr¥ i.e. z € (frE),. Ainsi nous avons montré que
limsup (fr B), < (fr¥),. Or, Pensemble limsup (frE), est de mesure po-
sitive donc il ne peut pas etre contenu dans (fr £),, de mesure 0 par hypo-
thése, ce qui donne une contradiction. Donc m((fr E),\ (fr E),) -0 lorsque
t—0. Passons maintenant & la démonstration de (ii). Dans ce cas aussi
il suffit de montrer que

(%) m((int B),\ (int E)o) >0 lorsque t—0
et
(xx) m((int B),\ (int E),)—>0 lorsque ¢—0.

Le résultat (x) s’obtient facilement comme dans le cas (i). Supposons que
(*) ne soit pas vrai. Par conséquent il existe une suite {c,} = R™ et ¢ > 0
tels que lime, = 0 et m((int E), \(int E),) > & pour tout s. Posons dans le
lemme (2.2) 4, = (intE)ca\(intE)o. D’aprés (2.2) on a done

m(lim sup((int B),,\ (int E),)) > limsup{m (int E),, \ (int E))} > e.

Nous allons montrer que limsup((intE), \(intE),} < (frE),. Soit z e
€ limsup (int B), \(int E),. Pour un tel point x il existe une sous-suite
{e;,} © {c,} telle que pour chaque 8; @ € (int E)e,\(int E),. Par conséquent
(z,0) eintE et {(z,¢,)} < int E. Comme E est fermé la limite (z,0) de
(¢, c;,) appartient & E. Ainsi on a (, 0) ctrE.

Nous avons obtenu le résultat: limsup ((intE), \(mtE)o) (fr E),.
Or, l’ensemble hmsup((mtE),_. \(mtE)o) est de mesure positive et
m((frB),) = 0, ce qui méne & une contradiction.

Il reste done & prouver (**). Il s’agit de montrer que pour chaque
€ > 0 il existe un 4 > 0 tel que

[t < 6 =>m((int B)y\(int E),) < e.
(It = Y ()24 ... +(ts)?)-

Fixons ¢ > 0. L’ensemble (int E), étant mesurable, il existe un ensemble
fermé K contenu dans (int E), tel que m ((int E),\K) < ¢ ([2]). Comme E
est compact, il en est de méme de K.

sL’ensemble compact K x {0}™ est contenu dans intE puisque z € K
=g € (int H)y<(x, 0) e int E. Done il existe un 4 > 0 tel que I'ensemble

¢y = |(z,1) e R* X R™; o((x, t), K x {0)") < 8}
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est contenu dans intE (o désigne la métrique dans R" x R™). Nous mon-
‘trerons que c’est le § cherché pour notre . On a:

(int B)o\(int B), = ((int E),\(int B),) » ((int B),\ E) U ((int B),\(int B)) n K .

Comme le premier de ces deux ensembles est contenu dans (int E),\ K,
il en résulte que sa mesure est plus petite que &. Nous allons montrer
que pour t € R™ tels que |t| < 6 le second ensemble est vide. En effect,
soit # € K. Alors (»,0) € K x {0)". Soit ¢t e R™, |t| < 8. Par conséquent
o((z, t), (2,0)) <é. Comme (z,0)eK x {0}", il en résulte que (z,?)
€ 0y, < int E, d’ou 'on obtient « € (int E),.

Done K < (intE), pour [{| < . On en déduit que pour |t| < é P'en-
semble ((intE)\(int E)) K est vide.

Remarque. Le théoréme (2.1) n’est plus vrai si 1’on suppose seulement
"E fermé au lieu de supposer E compact.

Pour le montrer il suffit de prendre ’exemple suivant:
Soit T, le triangule de sommets ((k, 0), (k—1, 1), (k+1, 1)) dans R=.

Soit B = |J T;. L’ensemble E est fermé, non compact et il vérifie la
ke2N

condition m((fr E),) = 0 (m étant la mesure de Lebesque dans R).

Or, la mesure de E, — E est infini pour t € (0, 1).

COROLLAIRE (2.3). Soit E un ensemble semi-analytique compact. Pour
que m(E, — E;)—0 lorsque t—0, t € R™ il suffit que int((fr E),) = 9.

Démonstration. Il suffit de montrer que les deux conditions:
int((frE),) =9 et m((frE)) =0 sont équivalentes pour un ensemble
semi-analytique. Or, cela est bien vrai d’aprés (1.11).

3. Nous allons démontrer le

THEOREME (3.1). Soit E un sous-ensemble semi-analytique de R™ x R.
Si m(B, — E,)—~0 lorsque t—0, tcR on a int((frE),) = O (m désigne la
mesure de Lebesque dans R™).

Démonstration. Observons que

EnK ~E,nK =(E, ~E))nK < E, ~E,

pour chaque sous-ensemble K < R". Alors m(E, — E,)—0 lorsque t{—0
implique que m(E,nK — E,nK)—0 lorsque {—0 pour chaque K < R".

Supposons maintenant que int((frE),) #@. Nous allons montrer
qu’il existe alors un ensemble K < R" tel que m(E;,nK -~ E,nK) ne
converge pas vers 0 lorsque ¢—0.

Soit a € int((frE)o). Comme les ensembles (fr¥), et {t = 0}nirE sont
analytiquement isomorphes, on a (a, 0) e int({t = 0}nfrE) dans R" x {0}.
On prend maintenant la partition normale .4° = {I} compatible avec

les ensembles: R"*'\E, E, {t = 0}nfrE semi-analytiques & cause de
(1.2), (1.3).
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Comme (a, 0) eint({t = 0}nfrE), (a,0) est un point régulier de
dimension n de ’ensemble {¢ = 0}~ frE. Le théoréme (2.7) entraine ’exi-
stence d’un tel membre I'y de 4 que

Ioc {t =0}nfrE, diml, =n.
Il y a deux cas possibles:
(i) I'h< E,
(ii) TynE = 0.
Considérons d’abord le cas (i). Dans ce cas I'yn (R*"'\E) = @. Comme
la partition normale 4" est compatible avec R"*'\ E, on obtient:
(R'\E)nV = TI; Ie#x' cun.
Il en résulte que
(R*I\NE)nV = |JI'nV = J([I\AVu Y TI.
et et IeA™
(V est le voisinage dont .4 est la partition.)
Observons que I, < frE = fr(R"*'\E), ce qui implique I, <
< (R*"'\E). Comme I, est disjoint de R**'\E,on a I, < LJ (PI\I")nV,
rege

d’ou 'on déduit qu’il existe un membre (F \I")aV coupant .

En vertu de (1.5) on a ("f'\P')nV = I #*< . Comme I
IeA™
coupe cette réunion il s’ensuit qu’il coupe aussi un de ses membres. Les

membres de la partition normale étant disjoints, I', appartient & A4*.
Par conséquent I', = T"\I" et, comme dim/I, = n, on & dimI"” =n+1.
Nous avons ainsi établi, dans le cas ou I'y < E, V'existence d’un tel membre
I'" de la partition 4 que

I"< R™'\E, T,c['\I", dimI’ =n+1.

Passons maintenant au cas (ii). On peut répéter toute la construction,
en remplacant R"*'\E par E. On voit alors qu’il existe un I e 4" tel
que:

I'"<cE, T,cI'\I", dimI” =n+1.

Comme I'y = {t = 0}, on peut choisir le point (b, 0) € I';. En vertu du
théoréme (1.6), comme dim Iy, = », on peut trouver un voisinage Q' de
(b, 0) disjoint des membres de 4~ de dimensions plus petites que n.

On prend pour @' la partition normale 4" o induite dans (b, 0) par
la partition .4". Dans A4y, il 0’y a que des membres de dimension %
et n+1. Nous allons démontrer que I',nQ’ est le seul membre de dimen-
sion n de la partition 47 .. Comme (b, 0) € I',nQ’, I',nQ" n’est pas
vide et en vue de (1.6) il est la réunion des membres de dimension n de la
partition A 5,0- Soit I" un tel membre. Alors I" est fermé dans @’. Sinon,
Pensemble non vide (I'\I")nQ’ serait la réunion de membres de ./ ,, de
dimensions plus petites que n. Or, il n’y a pas de tels membres dans A" g, .
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Selon le théoréme (1.5), (b, 0) appartient a la cohérence de chaque
membre de A", . Comme les membres de dimension »n sont fermés dans
@’ et disjoints, il n’existe qu’un seul membre de dimension » dans A4,
notamment I'ynQ’. Ainsi on a

Q' = I'y,n@'V la réunion des membres de dim n+1 de A ,.

Prenons le voisinage de (b, 0) de la forme K x ( —e¢, ¢) contenu dans Q’.
Comme I, est une sous-variété de R" x {0} de dimension n, il est ouvert
dans R" X {0} et on peut admettre que K x{0} < I. .

Les ensembles K x(0,¢) et K X(—e¢, 0) sont disjoints de Iy, done
ils sont contenus dans la réunion des membres de dimension # +1. Obser-
vons que chacun d’eux est contenu dans un seul membre car les membres
de A, et les ensembles en question sont tous ouverts et connexes.

Considérons le membre I' de la partition 4. Nous allons montrer
que chacun des ensembles K X (0,¢), K X (—e¢,0) est contenu dans I
ou bien disjoint de lui. Supposons que K X (0,¢)nI" # @. En vertu de
(1.6) on obtient:

I'n@Q’ = la réunion de certains membres de A"y, de dimn+1.

Comme K X (0, ¢) est contenu dans un seul membre de A7, 4, il est
contenu dans le membre de la réunion ci-dessus qu’il coupe, d’ou il résulte
que K x(0,¢) = I

Revenons maintenant aux deux cas considérés dans notre démonstra-
tion. Prenons d’abord le cas (i). Alors Iy = E et il existe un I e A" tel
que dimI" = n+1, I" < R**'\E, I'y « I'\I". Supposons que les ensem-
bles K % (0, ¢), K X ( —¢, 0) soient tous les deux disjoints de I”. En vertu
de Pinclusion K x {0} =« I'y = I'"\I" on obtient ainsi que K Xx(—e¢,¢)n
nI"=@. Or K X (—c¢,c) est un voisinage de (b, 0) e I'y = I'", Donec on
peut admettre que, par exemple, K X (0,¢6)nI" =@ (le cas ou K X
x(—¢,0nI" #O étant analogue). Comme I'y< F on & E;nK =K,
puisque K x {0} = I'y = E. L’inclusion

Kx(0,¢) c I" < R"*'\E
implique E,nK = @ lorsque t € (0, ¢). Ainsi on obtient
m((Ey, ~ E)nEK) = m((B,\E)nK) =m(K) lorsque te(0,c).

K est ouvert et non vide dans R", donc m(K) > 0. Nous avons trouvé
dans le cas (i) un ensemble K < R" tel que m((E — E,)nK) ne tend
pas vers 0 lorsque ¢{—0.

Passons maintenant au cas (ii), i.e. au cas ou I'ynE = . On prend
le membre I'”" dont nous avons montré ’existence. L’'un des ensembles
K x(0,¢), K x(—c¢,0) est contenu dans I, ce qui résulte d’un raison-
nement analogue & celui du cas précédent. Supposons que ce soit K X (0, ¢).
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On a donc
Kx(0,e)c I < B,
d’ou il résulte E,n K = K lorsque t (0, ¢). D’autre part, E,n K = 0,
puisque K < I'j et I'\nZ = @. Dans le cas (ii) on obtient done
m((B; — Bo)nK) = m{(E\E))nK) =m(K) lorsque te(0,c).
Comme m(K)> 0 il en résulte que m((E, — E¢)nK) ne tend pas
vers 0 lorsque {—0, ce qui termine la démonstration.

Le théoréme (3.1) et le corollaire (2.3) impliquent immédiatement le
corollaire suivant:

COROLLAIRE (3.2). Soit E un ensemble semi-analytique compact dans
R" x R. Alors m(E,=- E,)—0 lorsque t—0 i et seulement 8i int ((fr E),) = 9.

4. Nous allons démontrer que pour que le théoréme (3.1) soit vrai
les conditions ,;m = 1 et E est semi-analytique” sont indispensables.
Dans ce but nous construirons deux exemples. L'exemple (4.2) est celui
d’un ensemble semi-analytique et compact dans R x R?* tel que
m(B, — E;)—0 lorsque t—0, ¢ € R?, mais int((frE),) + @. Dans Vexemple
(4.3) on construit un ensemble ¥ compact dans R X R tel que m (E; —E,)—>0
lorsque t -0, teR mais int((frE)) #9Q (@ou il résulte que
- m((frB),) # 0).

Pour construire ’exemple (4.2) nous aurons besoin du lemme élémen-
taire suivant: '

LEMME (4.1). Soit F < R"™ Uensemble
F = {(z,2); g:(2) <2 < g,(2)},
ol
g1(z) = D(—(z—d)*+b), gs(x) = D{—(z—d)*+b)-C,
D>0, b>0, D-b>C>0.
Alors m(F,) = m({z € R; (2, a) € F}) < 2)/C/D pour a € R (m est la
mesure de Lebesque dans R).
EXEMPLE (4.2). On prend les deux polynomes suivants:
Hilz,y) =y (—@—=82+Y, fulz,y) =y (—(@—$*+1) —y=
Observons que f,(z, y) > fo(x,y) siy # 0, fy(z, 0) = f,(z, 0) = 0.
Quand y > 0 on a:
fi(z,y) > 0 si et seulement si z €(0,1).
Notons W un ensemble semi-analytique ouvert dans R3:
W={=y,2;0<2<1,0<y<g, fr(,y) <z<filz,y)}
On prend comme E l’ensemble semi-analytique:
E=K\W ou K={0<e<}x{—4<y<ix{-1<2<4}.
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E est un ensemble compact. Comme (0, 1) x {0} X {0} = fr B, int((frE),)
est non vide. Nous allons montrer que m(E\NE;)—0 et m(F,\E;)—~0
lorsque t—0.

Observons que F, = [0,1] et que E\FE, < K,\[0,1] = . D’autre
part

ENE, = [0, 1]N(EN\W,) = ([0, 1]\K,)U([0,1]nW,),

Comme [0,1\K, =0 quand |y| <3, [2|<}, il suffit de prouver que
m(W,)—0 lorsque {— 0. Observons que

_ |9 iy <O,
¢ {{we(O,l);fz(w,y) <z<filz,y)} siy>0.

On en obtient m(F¥) < 2|/y_ ol
F® = {meR;fy(z,y) <z<fi(z,9)).
Observons que F¥ = W, si y € (0,}). Nous avons obtenu:
siy<O0,
V= lm@Emy <2y siveo,d.
Alors m(W,;)—0 lorsque t—0, t = (y, 2) € R
ExEMPLE (4.3). Soit B = [0,1]x [—1, 1]. Soit

m(W,

1 1
A, =|—F,—
§ (Zk +1’ 2Ic)
une suite de segments sur I’axe ¢. Pour chaque % € N on prend sur I'axe »
les k& segments:

i(k=1) ik ,
Df:( e ’k2)’ i=1,...,k.

oo oo
Prenons comme E Pensemble B\| J | J DfxA4,. E est un ensemble
k=1 di=1
compact, mais non semi-analytique. Observons que:

(0, 1] sitg ) Ay,

Et = k k=t

[0, 1N DF sited,.
i=1

Donc E,\E, est vide pour chaque ¢ € E. D’autre part

4] sitel) 4,

Eo\Et = k k=1
U D:-c gi L e Ak'
t=1
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Il est facile de voir que
k 1
m(U Df) = ‘z"
i=1

d’ou il résulte que m(E, — E,)—0 lorsque t—0.

Nous allons. montrer que [0, 1] < (frE),. Soit € [0, 1]. Il suffit de
montrer que («, 0) € fr E. Supposons, au contraire, que (z, 0) ¢ fr . Comme
(z,0) e B, on a (z, 0) eint E et il existe un voisinage de (v, 0) de 1a forme
(x—a,z+a) X (—e, ) contenu dans E. Prenons K, tel que 1/k < ¢ pour
k> K,. Alors A, < (—¢, &) pour k> K,.

Prenons ensuite K, tel que pour k> K,

et soit k, = max(K,, K,).
Comme 4, < (—¢,¢), on a (r—a,z+a)X 4, < E, d’ou il résulte
que pour ¢ € A, le segment (z —a, r-+a) est contenu dans E,;. Or, pour
k
ted,, E =[0,1N\UJ Df“, donc E, est la réunion de segments disjoints
i=1
dont la longueur ne dépasse pas (k,—1)/ki. Nous avons choisi %, de ma-
niére que 'inégalité
ko "-1
kg

< 2a

soit vraie, donc le segment (z —a, x4 a) ne peut étre contenu dans E,,
ce qui méne 4 une contradiction.
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