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Sur un théoréme de la géométrie différentielle globale
par S. GorAB (Krakéw)

Etant donné dans V’espace euclidien E; une surface S fermée orien-
table de classe C* on a, en désignant par K la courbure de Gauss,
la formule

(1) [[Ka8 = 4= (1—p),
8

ou p est le genre de S. Pour les surfaces qui sont topologiquement équi-
valentes & la sphére on a p = 0 et la formule précédente se réduit & la
suivante:

(2) [[Xd8 = 4=
S

L 4

Si nous désignons par % la courbure moyenne de S, alors, comme I’a
montré H. Minkowski, 1’intégrale

(3) fs [as

représente, sous une hypothése convenable concernant le signe, & un
facteur constant prés, la distance moyenne des plans tangents 4 8 & un
point situé & l'intérieur de S. Si le diameétre de § augmente & Dinfini,
alors lintégrale (3) se comporte de facon analogue, ce qui peut étre vérifié
par ’exemple d’une sphére. Il n’existe, par conséquent, aucune borne
supérieure fixe pour l’intégrale (3). On peut cependant chercher une
majoration de intégrale (3) au moyen du diamétre de S. En plagant
Porigine des coordonnées O au milieu du segment réalisant le diamétre D
on obtient facilement que la distance de tout point P de S au point O
est au plus égale 4 D-)/3/2, done la distance de O au plan tangent & § au
point P est < D-}¥3/2. La distance moyenne M vérifie aussi I'inégalité
M < D-y3/2 et, par conséquent, nous avons

(4) [[H*a8 = 4=M < 4=D.y/3/2 = 2rV/3D.
8

Bien entendu, cette évaluation n’est pas exacte.
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En désignant par x,, », les courbures (algébriques) des sections nor-
males suivant les directions principales, on a les formules

(B) N =2, U = (%1 %,)[2 -

La question se pose d’évaluer les intégrales
(6) L=[[xd8 (i=1,2).
5

Cependant une difficulté fondamentale consiste a donner pour les cour-
bures x»; une définition univoque, présentant un caractére intrinséque
et non accidentel. La définition

(7) %, = min(x, %) , %y = MAX (%, %,) ,

la plus simple du point de.vue analytique, ne serait pas utile ici. La dé-
termination du numérotage des x,, », en un point fixé qui n’est pas un
ombilic peut étre prolongée d’une fagon univoque seulement sur un do-
maine qui ne contient aucun ombilic, done pas & toute la surface fermée S
qui contient certainement des ombilics.

Tenant compte de ces difficultés de détermination des fonctions
#,(P), x(P) sur toute la surface fermée S, nous nous occuperons dans ce
travail des surfaces fermées de révolution de genre zéro pour lesquelles
la définition univoque des fonctions x, et », ne présente aucune difficulté.
Nous adoptons notamment la définition suivante:

(8) %, 2 courbure normale dans le sens du paralléle,

%3 2 courbure normale dans le sens du méridien.

La définition (8) ne se confond pas en général aveec la définition (7).

11 est bien connu que le signe de la courbure moyenne % (contraire-
ment 4 °X) dépend de l'orientation de la surface 8. Nous établirons une
paramétrisation de S telle que le vecteur normal N soit dirigé & lin-
térieur de la surface 8. Dans ce but nous prendrons I’axe des x; pour
axe de révolution. L’hypothése que la surface S est de genre zéro implique
que le méridien est un arc simple de Jordan, dont les extrémités sont
situées sur I’axe de révolution. Pour premier paramétre « nous prenons
la longeur d’arc du méridien comptée a partir du péle méridional, le
secod parameétre v sera la longitude et le méridien nul sera celui qui est
contenu dans le demi-plan z,,z; (x, > 0). Bien entendu, I’angle v est
compté conformément & l’orientation du plan (2, 2,). Dans ces hypo-
théses les équations paramétriques de notre surface S peuvent étre mises
sous la forme

(9) T, =@(u)eosv, @ =gu)sine, z=y(u)
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ol, en désignant par L la longueur du méridien, on a les relations suivantes

(10) p(0)=9p(L) =0,
(11) ¢Hu)+y'Hu) =1,
(12) g0)=1, ¢'@)=-1,
(13) ¥'(0) =9 (L) =0,
(14) (L) > y(0).

Les relations (12) et (13) découlent de ’hypothése que S admet un plan
tangent aussi aux poéles, nécessairement perpendiculaire & ’axe de révo-
lution. Comme les fonctions ¢ et y ne dépendent que de la variable «,
nous omettrons dans la suite le symbole de la variable indépendante.
Les courbures X et 9 s’expriment (sauf aux pdles) par les formules

(15) (-K _ y)'(?'ip”—‘lp'(p“) _ M
P .’
_wl+¢(¢lwfl—wl¢ll)— wl +q)A
(16) A = 5 =5
(17) 4 =o'y —y'e”.

Remarquons que A représente la courbure (algébrique) du méridien.
Les courbures principales x,, », sont racines de 1’équation

(18) B—2Ux+KA =0.
En tenant compte des relations (15) et (16) nous obtenons pour x

29

done les deux valeurs suivantes

’ e= 41,

vie, 4.

Comme A est la courbure du méridien, nous obtenons conformément
a la définition

(20) m=vyp, nm=4.
Mais _ .
(21) a8 =V gugu— ghadudy = V@ dudv = pdudy .

Nous avons supposé que le méridien nul, d’équations
z =@(u), x5=1ypu),
est situé du coété positif de ’axe des z,, done

(22) g(u) =0,
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Nous avons, par conséquent,

(23) I, = £ [ d8 = i [v'(w)dudv

(24) A =£f #ad8 = {ifA(u)q»(u)dudu,

ou R est le rectangle défini par les inégalités
(25) o<u<L, 07K 2r.

L’intégrale (23) est facile & calculer. Nous avons notamment

2r L L
{z Jvwauar = [ do [ p'(u)du = 2= [ y'(w)du = 2xy(L)—p(0)] .

En désigant par b la distance des péles ou la largeur de S dans le sens
de P’axe de révolution nous avons

(26) h = y(L)—y(0)
et on obtient finalement pour I, la simple formule suivante:
(27) I, = 2rh.

L’intégrale I, est donc proportionnelle & la distance des pdles et toujours
positive.

Pour lintégrale I, nous allons trouver des bornes supérieure et in-
férieure. Nous avons

L
(28) I,=2r [ o(u)d(u)du

et la valeur I, peut étre négative, puisque ¢ > 0, mais 4 représente une
quantité algébrique.

Si nous supposons que S est une surface convexe, le méridien sera
aussi une courbe convexe et nous aurons

(29) A4=0.

Dans ce cas ’'intégrale I, sera positive. Nous trouverons sa borne supérieure
en désignant par s la largeur de la section axiale de 8, c’est-a-dire le dia-
meétre du cylindre vertical circonserit a 8. Dans ce cas nous avons

(30) 8/2 = maxep(u)

et, comme ¢ > 0, 4 > 0, on peut écrire

L

L L
I, =2=n f pAdu <2nf A-ma,x<pdu=r:sf A(u)du .
0 0 0
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Mais d’autre part, on a
4 = dé|du ,
si O est P’angle entre la tangente orientée du méridien et I’axe des x,.

En égard & la convexité du méridien on a

L L
ae
c;f’d(u)du=o d—udu=0(L)—@(0)=n,

d’ott 'on tire I’évaluation suivante
(31) I, <m%.

L’inégalité précédente peut étre remplacée par une inégalité forte puisque
le méridien est de classe (? et, par conséquent, il existe des valeurs
u < 4y (p(uy) = 8/2) pour lesquelles 4 > 0. Nous avons donc

(32) I, <n%.

Cette évaluation est inexacte pour la sphére. Pour la sphére on a notam-
ment

-~

Ia = 4.R75

‘et ’erreur est 579,. Cette évaluation est, d’autre part, exacte en ce sens
que pour tout nombre positif ¢ il existe une surface de révolution telle que

Ia - :'t23—8 .

Fig. 1

Nous allons construire un exemple d’une telle surface dont le méridien
est de classe (2 par morceaux (4 aura deux discontinuités; ce fait ne
jouera ici aucun role, car il s’agit de I’intégrale dont un des facteurs sous
le signe de Y’intégrale est 4). Supposons le méridien composé de deux
segments de longueur a, paralléles & 1’axe des », et de la demi-circon-
férence de diametre 2r = h, comme le montre la figure 1. Alors

a+rw 2a+rr

L a
[ ptau= [ paau+ [ oAau+ [ opAdu.
0 0 a

a+rr
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La premiére et troisidme intégrale du second membre sont nulles, car
4 = 0 dans les intervalles correspondants. Il reste donc

a+ro atrr

f .pAdu:%f pdu .

a a

Cette derniére intégrale est facile & calculer.
Elle est égale & amnr+ 2r2. Nous avons ainsi

L
I,=2n [ pAdu = 2x(am 4 2r)

0
= n¥(s—2r)+ 4nr.

I1 est évident que a étant fixé, si nous faisons
tendre r vers zéro nous aurons

I,—>n%,

ce qui démontre notre conclusion.
Fig. 2 Passons au calcul qui nous permettra
d’obtenir la borne inférieure de l’intégrale
I,. Désignons, comme auparavant, par %, la valeur pour laquelle on a

¢ (%) = 8/2 = maxo(u)

et soit
at (1) — p(0)
@) —y(0)
Comme _
v(0) < y(u) <y(L),
nous avons
(33) 0O<pu<l.

Considérons la figure 2; tragons dans le plan (z,, x,) la droite =, = 8/4 et
désignons par A4, B,C,D,G respectivement les points A[0,y(0)],
B[O, y(L)], C[s/4,v(0)], DIs/4,p(L)), G[s/2,v(u)). La droite z, = s4
‘coupera le méridien convexe en deux points E[s/4, y(u,)], F[s/4, p(us)],
og Uy < Uy < Ug- Désignons ensuite par a, § les angles entre les vecteurs
CG, CD resp. Dﬁ DC. Désignons enfin par ', §’ respectivement les
angles contenus entre les tangentes au méridien aux points F resp. F et
la drmte G’D et par a’’, f’’ les angles analogues entre les vecteurs EG ED
et FG FC. Des considérations géométriques élémentaires donnent les
inégalités

an>a’ ﬂ”>ﬂo
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Le méridien étant convexe, on conclut

al > alI , ﬂl > ﬂll .
Par conséquent
(34) «>a, B >8.

La variation totale de I’angle de la tangente au méridien le long de ’arc
EF est égale & o'+ p'. Cette variation est d’autre part égale a

Uy
(35) o +p = [ Adu.
U
Des inégalités (34) on tire
Uy
(36) [ Adu > a+p.
UL
Mais
L u,
[ paau> [ padu.
(1] u

Toutes les abscisses des points de I'arc EF étant au moins égales 3 s/4
on peut écrire

U < U< Uy =>@(u) > 84,
d’ol résulte 'inégalité

L g
(37) fMMDEfAM.
(1] U1

Les inégalités (36) et (37) donnent

L
(38) f¢AMu>%m+ﬂL

Nous avons ensuite 0

(39) a= arctgﬁ, p= arctgm.
11 est facile de montrer que la fonction

(40) arctg 4—;7 + arctg m ,

ou &, h sont considérés comme des constantes et u comme une variable
parcourant 'intervalle (0, 1), atteint son minimum pour z = }. On a, par
conséquent,

arctgﬁ +-arctg i i

s
—(1_‘“) > 2 a,rctg-ﬁ .
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Done

S
(41) I, > nsarctg o
De l'inégalité connue

2acrctgg > arctgx pour x>0

on obtient ensuite
(42) I, >

T

8
2saretg7b.

En résumant les résultats obtenus nous pouvons énoncer les deux
théorémes suivants.

THEOREME 1. 8% la surface S de genre zéro et de classe de régularité C?
est une surface de révolution, on a la formule

(43) I, = 2=h.

THEOREME 2. Si la surface S de genre zéro et de classe de régularité C?
esl une surface convexe de révolution, on a les inégalités suivantes

s

(44) 5

arctg% < I, <mn%.

Dans ces formules interviennent deux constantes &, s liées 4 la forme
géométrique de la surface S. Nous rappelons que k est la largeur de 8
dans le sens vertical alors que s est sa largeur dans le sens horizontal.

Pour ¢ petits on a

8 8
arctgh-wﬁ

et la borne inférieure est donnée par la quantité

qui est un infiniment petit du deuxiéme ordre. I’exemple cité ci dessous
nous montre que I, peut étre un infiniment petit d’ordre plus grand
que 1 par rapport & 8.

Calculons I, pour un ellipsoide de révolution. Si nous posons

h=2b, 8=2a (a,b demi-axes de lellipse)

alors (l'intégrale I, peut étre calculée effectivement bien que le calcul
soit différent suivant que 4 = bfa est plus grand ou plus petit que 1)
nous obtenons
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 4ma? /1
l/a2 bza,ctg -}._’_1 pour i<1,

]/b2 lg[}.+1/).2 1 pour i>1.

Si Dellipsoide est de forme aplatie (s/h grand), alors 4 est petit. Rébipro-
quement, si I’ellipsoide est en forme d’aiguille (s/k petit), alors 4 est grand.
Dans le premier cas nous avons

Iz =

a? 1—22 8 V1= 8 = =s
—————=arctg = arctg
Va—b? 2 2y1—2 A 2 2 4

et, par conséquent,

I~ % .
Dans le deuxiéme cas

s s+ VE-1].

log [A+y2=1].=

]/ b2 —
Ici, quand 4 tend vers l'infini,

log (A+ 1/12—1)
yR—1

donec I,—>0 et dans ce cas la borne inférieure fournit une meilleure éva-
luation.

Remarque. L’hypothése que le genre de S est zéro est essentielle
dans les théorémes énoncés ci-dessus. Pour les surfaces de genre un les
évaluations précédentes ne sont plus valables, comme le montre 1’exemple
d’un tore de révolution pour lequel on a

II=0’ 12=4aﬂ:,

1/

ol a désigne la distance du centre cercle-méridien & I’axe de révolution.

Regu par la Rédaction le 7. 3. 1961



