ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
LII (1991)

Sur les solutions disjointes de P’équation de translation
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Résumé, On formule une condition nécessaire et suffisante pour qu’une solution
F: I'xG* =TI de I'équation de translation (1) remplissant la condition (2) soit disjointe en un
point.

Soit (G, +, e, <) un groupe linéairement ordonné et archimédien;
désignons par G* le demi-groupe de ses éléments non négatifs.

Soit I" un ensemble arbitraire non vide et soit F: I' x G* - I' une solution
de léquation de translation

(1) F(F(x, x), y) = F(o, x+Y)
remplissant la condition
(2) v F(O(al)n O(a,) # F=0(a,) = O(a,) ou O(x,) < O(ery)),

ol O(w):= F(x, G*).
Nous savons ([2]) qu’une telle solution F peut étre construite de la fagon
suivante (Construction C):

1° Soit f: I' > T une fonction telle que

V f(f(@) =)

ael

2° Décomposons l'ensemble f(I') en ensembles I',, keK, non vides,
disjoints et tels qu'il existe pour chaque k une décomposition invariante
{Wi}ier., équipotente & I',, d’un intervalle 4, de G, pour lequel G* < 4.
3° Soit h,: {Wi}tier, — I'y une bijection et définissons

gi(x):=h,(Wy), pour xeW.
4° Posons
Fo, ¥) = }alae (f@)+x){, pour f@er,,

ou }A{ désigne I'élément d’un ensemble 4 n’ayant quun seul élément et
gi *(f(2)) désigne limage réciproque de I'ensemble {f(x)}.
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La famille d’ensembles non vides {W,}.r, est appélée une décomposition
invariante de J; si
Fe=UWe, VYV WynW,=0, V 3 Watxc W,

{ely 1#] telyx Jjelu
xeG*

On sait ([3]) que chaque décomposition invariante de .4 satisfait aux
conditions suivantes:

(i) il existe un élément u de la complétion de G tel que les ensembles
{x} = 4,:={xeH: xRu},0u R = < ou R = <, forment les composantes de
cette décomposition (on n'exclut pas le cas ot 4, = D),

(u) d’autres composantes de la decomposmon ci-dessus sont les restric-
tions 4 I'ensemble 4\ 4, des classes du groupe G par rapport a un sous-groupe
G,.

Dans [4] on trouve des conditions équivalentes aux certaines propriétés
complémentaires des solutions de l’¢quation de translation concernant les
paramétres f, K, I',, 4,, G, de ces solutions.

Le but de cette note est de donner une condition nécessaire et suffisante
pour qu'une solution F: I'x G* = I' de I'équation de translation (1) remplis-
sant la condition (2) soit disjointe au point ayel” (voir [1]), c’est-a-dire

V [Flag, x) = F(eg, Y)= ¥ F(a, x) = F(a, y)].

x,yeG+ asl

Dans [4] on a formulé la condition

(3) G,=N pour k tel que f(ag)el,, ou N:= ()G,

leK

qui est nécessaire mais non suffisante pour que F(a, x) soit disjointe en «,.
Pour ag,erl et f(a,)el’, désignons

A= {xeG*: Gk_I(f(“o))‘*'x = ‘ﬂ;c\Ak}:
et pour chaque ! de K posons
B:={x—y: x, yed,}.

Remarquons que si G, = {e},ona 4, =D et alors 4 = G* et si 4,= G,
alors B, = 0.

Soit G’ 1a completion du groupe G. Choisissons ae G’ et b,e G’ comme

suit:
= infA,
b supB, si B, # @ et B, est majoré,
"7 e si B,=0.

THEORF:ME,. Soient (G, +, e, <) un groupe linéairement ordonné et ar-
chimédien, G* son demi-groupe d'éléments non négatifs et I' un ensemble
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arbitraire. La solution F: I' x G* - I de I'équation de translation (1) remplissant
(2), donnée par la construction C, est disjointe en ay€I si et seulement si les
conditions (3) et

@) [Gy # {e}= V (B, est majoré par a et (ac A=(b; < a ou b ¢B)))]
lek

sont satisfaites.

Démonstration. Suffisance. Supposons que ag eI, f(ag)e I, et que les
conditions (3) et (4) soient remplies. Si G, = {e}, on a F(a,, x) # F(x,, y) pour
x # y et la solution F(a, x) est disjointe en o).

Supposons maintenant que G, ¥ {e}, alors

(5) V (B, est majoré par a et (aeA=(b, < a ou b,¢B))).
leK
Soient x, ye G*, x # yet F(ay, x) = F(ay, y). Nous allons démontrer que
F(x, x) = F(a, y) pour chaque a de I' Soit ael', f(x)el’,. On peut supposer
que y—xeG™ (dans le cas contraire nous pouvons raisonner d’une maniére
analogue). Nous avons

6)  Flag, %) = }gulgr *(f @o)+x){ =} ge(ac * (f (@e)+ x+y—x){ = Flao, y)-

D’aprés la définition de g, et de la forme des décompositions invariantes de %,
nous avons y—x€ G, G™, et puisque G, = N = (. G,, alors y—xeG,NG"
D’aprés (6) nous avons aussi gx '(f(¢o))+x = F\4,, dol x 2 a.

Nous allons maintenant démontrer, en raisonnant par 'absurde, que
97 Y(f (@) +x = F£\4,. L'hypothése g *(f (o)) +x < 4, entraine g; *(f () = 4,,
d’ou xe B, et x < b,. D’aprés (5), puisque x > a nous avons a < X < b, < a,
et par suite b,=x=a. Il en résulte que acAd, b,=a et beB, ce qui
contredit (5).

Nous avons donc démontré que g; '(f (%) +x = S\4,.

Comme y—xeG,nG*, nous avons

F(z, x) = }a,(07  (f @)+ x){=}a(or (/@) +x+y—x)}{ = Flo, »),
et par suite la solution F(«, x) est disjointe en a,.

Nécessité. Supposons que F: ''xG™ > T soit disjointe en o, et que
f(ag)el,. Si G, = {e}, alors N = {e} = G,. Supposons que G, # {e}. Pour
u dans G,NG™,

3 F(ao, f+u)=F(a0, i),
2sG '

et puisque F(e, x) est disjointe en a,,

Vv V F(a, x+u) = F(o, %),

leK ael)
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d’on
Y ueGnG*

leK

Ceci montre que G, = [ )1xG, = N.

En raisonnant par I'absurde supposons d’abord qu'il existe / dans K tel
que B, ne soit pas majoré par a. Il en résulte qu’il existe X, ye 4, tels que
a<x—j,et il existe £e G* tel que gi }(f (%) +X = £ \4, et X < x—7, d'onl
%+ 7e 4,. Fixons ¢, dans G,nG*\{e}. Alors

F(ag, %) = Flag, %+8).

D’autre part, pour a:=g,(y) nous avons F(x, X)=g,(y+X) et lorsque
j+%ed, on a g(G+X) #g,(j+%+eg,), dou

Fla, ®) = g,(G+%) # g7+ X+8) = Fla, X+¢y),

contrairement a 'hypothése que F(«, x) soit disjointe en «,.
Par conséquent, pour chaque / dans K I'ensemble B, est majoré par a.
Supposons maintenant que a€ A, et en raisonnant par I'absurde sup-
posons que
3 (b, =4a Ct blEBl)'
leK
1l existe donc X, je 4, tels que a = x— j. Fixons g, dans G, G *\{e}. Puisque
aceA on a F(xy, a+¢g) = F(ay, a). Lorsque xe 4;, donc g,(x) # g,(Xx+¢,), d’ou
pour «:=g,(y) nous avons

F(a, ate) =g (§+a+eg) =g0+x—y+g) # g,(x) = g,(y +a) = F(q, a),

d’ou une contradiction a 'hypothése faite sur F(a, x).
Ceci achéve la démonstration du théoréme.

Dans [4] on trouve un exemple d’une solution F: 'xG* —T de (1)
remplissant (2) et (3) et n’étant en méme temps pas disjointe en o,. Nous
présenterons cette solution dans I’exemple 1 ci-dessous et montrerons que la
condition (4) n’y est pas remplie.

ExempLE 1. Prenons G:= (R, +, 0, <), K:= {1}, G,: = Z, ot Z désigne
lensemble des nombres entiers, I'=T,:=[~2,1), 4 :=[-2, +©),
Al L= [_21 0), f = idr'

) si xe[—2,0),
gl(x)'_{M(x) si xe[0, + ),

ou M(x) désigne la partie fractionnaire de x. Posons

Fla, x):=}g,(97 (@) +x){ et a5:=0.
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Puisque
F(0,00=F(@0,1) et F(-2,0)+F(-2,1),

la solution F(a, x) n'est pas disjointe en a,. Nous avons G, = N = Z # {0},
a=0, b, =2. Evidemment la condition (3) est remplie et on voit que la
condition (4) n'est pas satisfaite, puisque 2 X0.

L'exemple suivant met en évidence que la condition ae4=(b, < a ou
b,¢ B)) dans (4) du théoréme est essentielle.

ExempLE 2. Soient G=(R, +,0,<5), K={1,2}, G, =G,=2,
I'=T,0l,, 00 [y:=(=2,1), [,:=[2,4]0[5, 6), #, = &,: = [~2, + o),
4,=[-2,0), 4,=[-2,0], f =id,

(x): = x pour x de (-2, 0),
g1 M(x) pour x de [0, + ),
(00: = {x+4 pour x de [—2, 0],
921%): M(x)+5 pour x de (0, + ).

Posons
F(a, x):=}g,(9s *(@+x){, pour ael,.

Soit ay:= —2. Nous avons f(x)el,, G,=Z=N#{0}, a=2, b, =2,
b, =2. F(a, x) n'est pas disjointe en a, puisque

F(=2,2)=F(—2,3) et F(2,2)=4#5=FQ,3).

Nous avons ici: ae A et en méme temps b, =a et b,eB,.
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