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Sur les comitantes algébriques
des objets géométriques non transitifs

par E. SIwek (Katowice)

Introduction. Dans la théorie des objets géométriques on considére
le probléeme de la classification des comitantes algébriques d’un objet
géométrique donné £2, consistant a trouver toutes les classes des comitantes
équivalentes de l’objet géométrique 2. Dans le cas ou ’objet géométrique
£ est transitif par rapport a un groupe @, ce probléme se réduit au pro-
bléme algébrique de déterminer tous les sous-groupes du groupe G con-
tenant le sous-groupe de stabilité d’un élément fixe de la fibre de I'objet
£ (voir [2]).

Dans le cas ou l'objet géométrique donné £ n’est pas transitif, on
peut attendre que la connaissance des comitantes de ses parties tran-
sitives nous permette de faire la classification des comitantes de ’objet L.
Pourtant ce probléme peut étre assez compliqué, surtout quand 1’objet 2
se décompose en un grand nombre de parties transitives. Le but de la
présente note est de donner une méthode générale de classification des
comitantes algébriques des objets géométriques non tramnsitifs en suppo-
sant la possibilité de faire cette classification pour leurs parties transitives.

1. Notions fondamentales et notations. Un objet géométrique abstrait
purement différentiel en un point fixe d’une variété différentielle est
déterminé (voir p. ex. [1] et [2]) par un sous-groupe G du groupe L,
un ensemble X appelé fibre et une opération (g, x) — g-x des éléments
g du groupe G sur les éléments # de X, prenant ses valeurs dans X et
satisfaisant pour g¢,, g,¢G et weX aux conditions

(1) g2 (9.°®) = (g29:)'®, ez =uw,

ou ¢ dénote I'unité du groupe G. Comme nous ne considérons dans la
suite que des objets géométriques abstraits purement différentiels, nous
les appellerons briévement objets. Puisque dans toutes nos considérations
le groupe G sera fixé, nous désignerons un objet et sa fibre par la méme
lettre en utilisant un gros caractére pour l’objet, p. ex. X dénotera la
fibre de objet X. Pour opération intérieure dans le groupe @, ainsi que
pour les opérations extérieures définissant des objets différents nous



28 E. Siwek

utiliserons des notations multiplicative (pour l'opération intérieure sans
point) ne faisant aucune distinction typographique entre les opérations
extérieures qui dépendent, en général, des objets correspondants.

Un objet Y est dit comitante algébrigue (dans la suite nous dirons
bridvement comitante) de ’objet X s’il existe une application ¢ de X sur ¥
satisfaisant & la condition

(2) plg-) = g-¢()

pour zeX et ge@. Dans le cas ol il existe une bijection ¢ de X sur Y
satisfaisant & la condition (2), les objets X et ¥ sont dites équivalents.

Un objet X est dit tramsitif §’il existe pour tout couple (x,z')
d’éléments de sa fibre X un élément geG tel que 1’on ait

& =g-x.

Dans.le eas contraire I’objet X est dit non transitif. La fibre X d’un
objet non transitif se décompose en une famille {X,},., de parties dis-
jointes dans lesquelles I’opération (g, #) - g-x est déja transitive. Elles
sont appelées fibres transitives de 1'objet X. Tout objet ayant pour fibre
une fibre transitive X, de I’objet X et pour opération extérieure la restric-
tion de Popération (g,x) -g:x 4 X, sera appelé partic transitive de
Pobjet X.

Nous admettons la définition suivante:

DEFINITION. Un objet W sera dit wnion des objets X, pour aed
si sa fibre W et ’opération des éléments ¢ du groupe G sur les éléments
de la fibre W sont définies de la maniére suivante:

(3) W = {(@,, 0): @,eX,, acd),

ar
(4) g'(a"ar a)=(g'ma’ a)‘
L’union de la famille {X,},., des objets sera désignée par |JX, et

aed
nous appellerons tout objet X,, ou aeA, objet partial ou partie de I’objet

UXG'
aed

2. Objets et leurs parties transitives. La notion d’union des objets
géométriques définie plus haut nous permettra de présenter tous les
objets non transitifs d’une fagon uniforme. Dans ce but nous démontre-
rons d’abord la proposition suivante:

PROPOSITION. Tout objet est équivalent a Vunion de la famille de ses
parties transitives.

Démonstration. {X,},., étant la famille des parties transitives
d’un objet arbitraire X (dans le cas ot X est un objet transitif, la famille
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{X,}sc4 ne contient qu’un seul objet X) ses fibres transitives X, sont
disjointes et, par conséquent, ’application

(5) 9: (25, a) >,

est une bijection entre les fibres: W — de l'objet | JX, et X — de
. acd
Tobjet X. De plus, comme cela suit immédiatement de (4) et (5), 'appli-

cation ¢ satisfait & la condition (2), ce qui établit ’équivalence des objets

UX, et X. Notre proposition se trouve ainsi démontrée.
aed

Nous avons vu plus haut que tout objet transitif X peut étre envisagé
comme l'union d’une famille triviale, & savoir celle composée d’un seul

objet X. Il est aussi facile de voir le contraire: ’objet | X, n’est transitif
acAd

que dans le cas ou {X,},., est une famille triviale composée d’un seul
objet transitif. Cela suit immédiatement de la définition de I'union. En
vertu de notre proposition il en résulte la conclusion suivante:

CONCLUSION. Tout objet X peut étre présenté sous la forme

(6) X =UX,

aeAd

ouw X, pour aeA sont des objets tranmsitifs (& savoir les parties lransitives
de Dobjet X). L'objet X n'est transitif que dans le cas ot A ne contient qu'un
seul élément.

Dans la suite nous présenterons tous les objets considérés sous la
forme (6).

Nous posons encore la question: quand deux objets de la forme (6)
sont-ils équivalents? Le théoréme suivant nous donne la réponse:

THEOREME 1. Pour que deux objels:
wW=UWwW, ea Z=U1%Z,

xe K Acd

o W, (pour xeK) et Z; (pour AeA) sont des objets transilifs, soient équi-
valents, il faut et il suffit qu'il existe une bijection h de K sur A telle que
les objels W, et Zy,, soient équivalents.

Démonstration. Nécessité. Comme les objets W et Z sont équi-
valents il existe (voir le section 1) une bijection y de
W = {(w,, x): w,eW,,xeK}
sur
Z = {(Z;{, Z): ZAGZ1, 1611},

telles que Pon ait:

(7) (g -w,, %) = g-p{w,, %)
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pour tout ge@. Il en résulte, d’aprés la transitivité des objets W, et Z,
pour xe¢K et ied, que la restriction y, de p & W, établit 1’équivalence
entre 'objet W, et un objet Z,,,, ou k(x)eA. D’aprés la bijectivité de v
I’application h ainsi définie doit étre une bijection entre K et A.

Suffisance. Soit h une bijection de K sur A telle que les objets W,
et Z,, soient équivalents pour xeK. Pour tout x¢K il existe alors une
bijection. y, de W, sur Z,,, établissant I’équivalence entre W, et Z,,,
c’est-a-dire satisfaisant & la condition de la forme (7). Alors 'application
y, définie par la formule:

dat
Y(W,, x) = ('Pn(wn)’ h(”))’
est une bijection de W sur Z (d’aprés la bijectivité de i et v, pour tout
xeK) et elle satisfait a la condition (7) (parce que les applications v,
satisfont pour tout x¢K & cette condition). L’application y établit done

I’équivalence entre W et Z et notre théoréme se trouve ainsi entiérement
démontré.

3. Comitantes des objets non tramsitifs. Revenons sur le probléeme
de trouver une forme générale des comitantes d'un objet donné X. D’apres
notre conclusion du paragraphe précédent nous pouvons présenter 1’objet
donné X ainsi que toute comitante ¥ de celui-ci sous la forme (6). Cela
nous permet . d’établir le théoréme suivant:

THEOREME 2. Pour qu’'un objet
Y = UYﬂ7

BeB

ot Yy (pour BeB) sont des objet transitifs, soit une comitante de I’objet

X = Uxar

aed

ol X, (pour aeA) sont des objets transitifs, il faut et il suffit qu’il existe
une application f de A sur B telle que Uobjet ¥y, soit une comitante de
Uobjet X, pour tout aeA.

Démonstration. Nécessité. Soit ¥ une comitante de X. Alors il
existe (voir section 1) une application ¢ de la fibre

X = {(x,, a): z,eX,,aed}
de l'objet X sur la fibre
Y = {(yﬁy B): yp‘:Yﬁ’ ﬂeB}
de I’objet Y et satisfaisant, en vertu de (2) et (4), 4 la condition suivante:

(8) (P[(g'wa’ a)] = g"P[(wai a)]
pour ge@.
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Fixons un aeA arbitraire. Comme les objets X, et ¥, pour feB sont
transitifs, il résulte de la condition (8) qu’il existe un élément unique
f(a)eB tel que I'on ait:

p(X,Xa) = Yf(a) X f(a) .

L’objet Y, est donc une comitante de 'objet X,. Comme I’appli-
cation ¢ prend ses valeurs dans Y tout entier on doit aussi avoir:

f(4) =B
et 1a nécessité se trouve démontrée.

Suffisance. Supposons qu’il existe une application f de 4 sur B et
telle que l’objet ¥y, soit une comitante de 'objet X, pour aed. Il en
résulte qu’il existe, pour tout aed4, une application ¢, de X, sur ¥y,
tout entier et satisfaisant 4 la condition de la forme (2). Alors I’applica-
tion ¢ définie par la formule:

o[(%ay ] = (a(@a), f(),

ol z,eX, et aed, transforme X sur Y et satisfait, en vertu de (4), & la
condition (8). L’objet ¥ est donc une comitante de 1’objet X et notre
théoréme se trouve ainsi entiérement démontré.

Dans le cas ou la décomposition d’un objet donné X en parties tran-
sitives ainsi que la classification de leurs comitantes sont possibles, le
théoréme 2 détermine la forme générale des comitantes de 1'objet X,
tandis que le théoréme 1 nous donne un critére d’équivalence. Dans ce
cas nous pouvons donc classifier les comitantes de 1’objet X.

4. Exemple d’application. Pour donner une explication de la méthode
générale exposée dans le paragraphe précédent nous considérons un
exemple trés simple. Nous prenons comme objet donné X la densité
directe (') de Weyl, c’est-a-dire I’objet déterminé par le groupe G = GL(n),
la fibre:

(9) X £ (—o0,0) U (0, o)
et la loi de transformation:
(10) (g, 2) > |J|z,

ou J gDetg. L’objet X admet, en vertu de (9) et (10), deux parties
transitives X, et X, & savoir celles qui correspondent aux {ibres resp.
X, =(—o00,0) et X, = (0, co). Donc nous pouvons écrire:

2
X =UX,.

=1

(*) Pour la terminologie concernant les densités et la classification de leurs
comitantes voir [3].
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Les objets X, et X,, étant équivalents, n’admettent que des comi-
tantes communes. Comme on le sait [3] toute telle comitante est équi-
valente 4 l'un des objets suivants:

1° le scalaire trivial (noté dans la suite ¥,) c’est-a-dire I'objet dé-
terminé sur une fibre ne contenant qu’un seul élément y par la loi de
transformation de la forme:

g-y =7y pour tout geG;

2° une c-densité circulaire (notée Y.), c’est-a-dire 1'objet déterminé
sur la fibre Y, = [1, ¢) par la loi de transformation de la forme:

gz = |J|zc,

ou lentier % est choisi de telle maniére que |J|xc* appartienne 3 l'inter-
valle [1, ¢);
3° la densité directe de Weyl transitive (notée ¥_), c’est-a-dire
p.ex. 'objet X, lui-méme.
En applicant notre théoréme 2 nous obtenons la conclusion suivante:
Toute comitante de la densité directe de Weyl X doit étre équivalente soit
2

& Dun des objets Y, ou 1< o< oo, 80it & celui de la forme Y., ou
i=1
1< ¢;< oo pour 1+ =1,2. Comme les objets ¥, et ¥, pour ¢; # ¢; ne
2

sont pas équivalents, deux objets de la forme (J¥,, ne sont équivalents
i=1
que dans le cas ol ils coincident (voir le théoréme 1).

L’exemple présenté ici n’a qu'un sens illustratif. Pourtant nous
pouvons appliquer les théorémes 1 et 2 4 d’autres objets non transitifs,
p.ex. aux objets composés d’'un certain nombre d’objets transitifs
X,, ..., X,. La fibre et la loi de transformation d'un tel objet X sont
définies par les formules:

x&x,x...xX,,

df
9 (B1yeeny Bg) = (9°%1y -.0, 9°Tp),

ou X; (pouri =1,..., q) dénote la fibre de I'objet X;, 2;¢X; et les points
figurant dans la derniére formule dénotent resp. les lois de transformation
des objets X et X,,..., X, (?).

Nous obtenons ainsi des applications plus essentielles de la méthode

de classification des comitantes des objets non transitifs présentée dans
la note.

(2) Comme I’a montré A. Zajtz, tout objet du type J, c’est-a-dire un objet dont
1a loi de transformation ne dépend que du déterminant J de la matrice ge<GL(n),
doit 8tre équivalent & un objet composé de densités et de scalaires (voir [4]).
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