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Sur le prolongement de la solution de I’equation
de translation

par ZENON MoszNER (Cracovie)

Résume. On donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'une solution de
I'équation de translation (1) sur un demi-groupe des éléments non négatifs d’'un groupe
archimédien soit prolongeable sur ce groupe tout entier.

Le but de cette note est de démontrer le

THEOREME. Soit % un groupe archimédien, %™ le demi-groupe ses éléements
non negatifs et I' un ensemble arbitraire. Utilisons dans % la notation

additive et remarquons que 4, etant archimeédien, est abelien. Une solution
F*: I'x%* > I' de léquation de translation

(1) F*(F*(a,x),y) = F* (a, x+)

est prolongeable a la solution F: I' x% — I de cette équation si et seulement si
(A) pour a arbitrairement fixé dans I' I'ensemble
E.(p) = {xe%": F'(a,x) = B}
a une puissance qui ne dépend pas de B de F*(x,%").
(B) la relation R définie comme suit sur F*(I',%%):

) 2 Ray £ \/ [F¥(a,,x) = oy ou F*(ay,x) = a,]

xes+

est transitive et. de plus;

(© /\ F*(C,0) = F*(C,x),

xe%*

ou C désigne une classe d’equivalence arbitraire de la relation R sur Iensemble

I, de tous les a: tels que E,(f) = 1 (C’est-a-dire tels que F(a,-) est une in-
Jjection).

Ce prolongement est unique.
Remarquons que la relation R définie par (2) est une relation réflé-
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xive sur F*(I',%*) tout entier. En eflet pour f de F*(I',%*) on
af=F"(x)et de la '

p=F"(@x)=F*(@x+0)=F*"(F"(z,x),0)= F*(8,0)

d’'ou BRB. La relation R est évidemment symétrique.

Démonstration du theoréeme. Supposons que F* soit prolongeable
a la solution F. Nous savons (voir par exemple [3]) que pour chaque « de I
il doit exister un sous-groupe %, du groupe % tel que F(a,-) est stable sur
chaque classe d’equivalence C de I'’ensemble %/%, et que les valeurs de F(a, )
sont differentes pour differentes classes. Puisque

{xe¥*: F*(a,x) = F(a,x) = B} =%*nC pour F(a,C) = B,

nous obtenons ainsi la premiere partic de la conclusion.

Puisque F* (a, x) = <> F(f, —x) = a, nous avons (B).

Passons a la demonstration de la condition (C). Cette condition a aussi
la formc

3) F(C,0) c F(F(C,0),x).

On sait ([3]) que F, comme solution de I’équation de translation sur I'x %,
est de la forme

@ F(a, x) = g; ! (g,,(F(a, 0))+x) pour F(a,0)el,,

ou

1° F(I',0) = |J I, est une décomposition de I’énsemble F (I, 0) telle que
keK

I, = %/%, pour un sous-groupc %, du groupe ¢,
2 g, est une bijection de I'y sur ¥/%,.

F(C,0) est 'un des ensemble I',, dons si a varie sur C, F(a,0) varie
sur F(C,0) et pour x fixe arbitrairement dans %, F(a, x) varie sur F(C,0)
d’apres (4). Il en resulte (3) et de la (C).

Supposons a présent que nos condition soient remplies. Puisque
F*(C, x) = C pour chaque classe d’equivalence C de la relation R et pour
chaque élément x de %*, nous pouvons considerer F* sur chaque ensemble
Cx%" separément. Considérons les deux cas:

(@) Ccr,,

(b) Cnl,=0.
Remarquons que dans le cas (a) d’apres (C) I'equation
) F*(2,0) = F* (B, x)

a une solution par rapport a f de F*(C,0) pour chaque a de C et
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chaque x de “*. Cette solution est unique. En cffet supposons que
F*(B,x) = F* (B, x) et B, # B,.

Puisque f,, B,€ F*(C,0) = Cnous avons i, = F*(B,,y)ou py = F*(B,,y) -
pour un y de ¥*. Le cas y = 0 est impossible, puisque B, = F* («,, 0)
pour un a, de C et, par exemple,

2= F*(B,0) = F*(F*(x,,0),0) = F* (a,,0) = B,.
On a donc y # O et de la, comme B, = F(f,, y), on tire
F+(ﬂ1,X) = F+(ﬂ2,X)= F+(F+(Blvy)’x) = F+(Bl’y+x)

ce qui est impossible puisque F*(f,,-) est une injection. Le raisonnement
dans les cas B, = F* (B,, y) est analogue. Nous avons ainsi déemontré que
F* (-, x) est une injection sur F*(C,0) pour chaque x de ¥*.

On peut donc definir la fonction F sur C x% comme. suit:
F*(ax,x) pour a de C et x de 4%,
B tel que F* (B, —x) = F*(a,0), Be F*(C,0),

pour a de C et x de G\G"*.

6) F(a,x) = {

Nous allons demontrer que F satisfait a I’équation de translation sur Cx %
en considérant les cas suivants (dans les autres cas F se confond avec F*):

I° xe9\%"*, y+xe%*;

2 xe9\9*, ye9*, x+ye9\9,

I xe9\%*, ye9\9";

£ ye9\9*, x+ye¥*,;

5° ye9\%*, xe¥9*, x+yeb\4*.

Ad I° (). Dans ce cas il s’agit de prouver que

F(B,y) = Fla,y+y).

Puisque ye¥™, cette relation est équivalente a la suivante
™ F*(B,y) = F*(x, x+y).
Puisque feC, on a F* (B, y)eC et de la

F*(B,y) = F*(F*(B,5),0)e F* (C,0).

D’apres (7) F*(x, x+y)eF*(C,0). La fonction F*(-, —x) étant une in-
Jection, (7) est donc equivalente a la relation

F*(F*(B,y), —x) = F*(F* (@, x+y), —x).

(") Dans les cas 1° et 3° les raisonnements sont analogues a ceux de [2].
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Mais nous avons
F*(F*(B,y), —x) = F*(F* (B, =x),y) = F*(F*(2,0),y) = F*(, y)
= F*(F* (@, x+y), —x),

donc (1) a lieu.
Ad ¥. Soit

F(aa X) = ﬂl’ F(F(a’ X), .V) = ﬁ2’ F(az,x+y) = ﬂ3'

Il en résulte que

F*(By, —x) = F(«,0), F*(By, —y) = F*(B,,0),
F* (BS’ —x_y) = F+(d,0).
De la

F*[F[F(2,x),y], =x—y| = F* (B, =x—y) = F* (F* (B3, =), —X)
= F*(F’L(ﬂl,O), —x) = F*(B,, —x)
= F'(a,0) = F* (3, —x—))
= F*(F(a,x+y), —x—y)

et puisque F* (-, u) est une injection sur F* (C, 0) nous avons (1).
Dans les cas 2, 4°, 5° les raisonnements sont analogues.
Remarquons que pour xe%\%* et a arbitraire de I' nous avons

F(F(a, x), —x) = F(«,0),

donc F(a, —x) doit étre definie par (6). Puisque I'équation (5) a une solution
unique le prolongement de F* a I'ensemble C x% tout entier est unique.

Passons au cas (b). Remarquons que pour un a de C les ensembles
E,(p) forment, pour B variant dans F*(C,0) et tel que E,(f) # @, une
décomposition invariante de %™, c’est-a-dire:

4t = |y E(f), E.f)#0, EB)NEB)=0

BeF +(C0)

pour B, # B,,
AN NV [EB)+y < E(B)].

MeFH(CQ) yeb+ PreF H(CO)
En effet il suffit de poser f, = F* (B,.y) pour avoir la condition plus
haut.
On sait ([5]) que la décomposition invariante du demi-groupe %* est
de la forme suivante:
(a) il existe un intervalle [0, x,3), fermé ou non a droite, qui peut étre

aussi vide, dont chaque élément est une composante de la décomposition
considerée,
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(b) les autres composantes sont les restrictions a Pensemble 4% des
classes d’équivalence du groupe % par rapoort a un sous-groupe ¥*.

Dans notre cas (b) nous avons [0, x,¢] = @, donc chacune des com-
posantes E,(f) est de la forme (b), c’est-a-dire ce sont des restrictions des
classes d’équivalence du groupe % par rapport a un sous-groupe %* a I'en-

semble ¥ et de plus E,(f) > 1.
Definissions a présent la fonction F sur Cx% comme suit

Fla,x)=F*(a,Kn¥%")

pour x de K et Ke%/%*. La fonction F est bien définie sur Cx% et pour
x€¥%™ nous avons F(a, x) = F* («, x), la fonction F est donc un prolonge-
ment de la fonction F*. F satisfait a I’équation de translation sur Cx%.
En effet nous avons pour x de K,e%/%* et y de K, € %/%*

F(F(a,x),y) = F*(F* (@, K;nG*), K, nG™)
= F* (¢, (K, +K3)nG*) = F(a, x+Y).

Puisque chaque prolongement F de F* doit étre stable sur les classes K
de %/%*, ce prolongement est défini uniquement.

Le théoréme est donc démontré.

Remarquons que la condition (C) n'est pas une conséquence de la
condition (A), méme si F* satisfait a (1). En effet si F*(a,x) = a+x,
I' est 'ensemble des nombres non négatifs et ¥ est le demi-groupe I' avec
I'addition simple, nous avons

E.p=1, C=TI, F*'(C,0=T, F'(Cx)=][x,+x),

donc la condition (C) n’a pas lieu pour x # O.

La condition (A) ne dépend pas non plus de la condition (C). En effet,
posons I' = [0, +©), ¥* = I' avec I'addition simple, ¥* étant le groupe
des nombres rationnels et considérons la décomposition invariante

g*={0u] U (]
Ce%/9*~0,+ x)
et une bijection g de I' sur cette decomposition telle que g(0) = 0. On
verifie facilement que la fonction

F*(a,x) =g *(g()+x) pour ade I et x de ¥*
satisfait a I’équation (1) (cela résulte aussi de [1]), la condition (A) n’est pas
remplie puisque E, (0) = {0} et E,(B)e 4/%* N[0, +o0)si f # 0, méme que la

condition (C) est remplie, puisqu’il n’existe pas d’élément « tel que E,(f) = 1
pour chaque f§ de I'.
Remarquons enfin que pour un demi-groupe %% arbitraire contenu
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dans un groupe ¥ le théoreme démontré n’est plus vrai. En effet si 4* est
un sous-groupe de %, dans ce cas les conditions (A), (B) et (C) sont remplies
pour chaque solution F* de I%quation (1), méme on demande le plus

(voir [4]) pour que F* soit prolongeable a la solution de (1) sur I'x%
tout entier.
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