ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
XV (1964)

Sur la condition de Weierstrass
pour le minimum d’une intégrale a plusieurs dimensions*

par M. PrcoNE (Roma)

J’emploierai les notations suivantes. Je désignerai:

par D un domaine régulier de ’espace réel a r dimensions, dont le
point sera indiqué par z, les coordonnées de celui-ci étant indiquées par
' 501, .’1)2, sesy a;r;

par 2D la frontiére de D;

par °y(x) un vecteur a n coordonnées réelles
“Yu(@) , “Yao(2) y ooy “Yal@)

fonctions du point x de classe C!' dans le domaine D;

par o'(z), o”’(z) deux vecteurs, eux aussi & n coordonnées réelles
91’('”) ’ Qz!’(m) (t=1,2,..,n)

fonctions du point 2, définies dans le domaine D, pouvant, celles-ci,
devenir ou étre toujours infinies et vérifiant les conditions:

oilz) >0, pi'(@)>0 pour zeD,

0i(®) +pi' () >0  pour z dans lintérieur de D (¢ =1,2,...,n);

par T'(°y, o', ¢'') I’ensemble, supposé un domaine, de ’espace a r +n
dimensions des points

(X5 Y) = (X1 Lay vy Try Y1y Yoy +oes Yn)

défini par les conditions

zeD, Cylz)—eilx) <y:<lx)+oi'(®) (1=1,2,..,n)

* Conférence donnée le 17 mai 1962 i la séance de la Section de Cracovie de la
Société Polonaise de Mathématiques.



154 M. Picone

par p la matrice & n lignes et r colonnes

Pu Pz «-- Dir

P Pae - Por| .
llllll ’

nl Pn2 oo Par

par
(@, ¥y, P) =@, @ay ooy Try Y1y Y2y ooy Yny Puy Przy o Prr)

une fonction réelle du point (x,y,p) = (T, Tay -y Try Y1y Yoy coo9 Yn,
P11y ---9 Par) continue dans Pensemble des points (z,¥y, p) pour lesquels
le point (x,y) est dans T et le point p est arbitraire;

par F l’ensemble, auquel appartient le vecteur °y(z), des vecteurs
y(z) a n coordonnées réelles

(@), yuz), ..., yalx),

fonctions du point x, de classe C' dans D, pour lesquelles,  étant dans D,

le point [z, y(®)] = (@1, T2y -y Try (), Yo(®), ..., Ya(x)] est dans T, véri-
fiant la condition

y(z) = y(x) pour xedD.
En désignant, pour chaque vecteur y(x) de I’ensemble E, par y'(x)
la matrice jacobienne

Y1y Yoy -5 Yn)
E(Lyy Lyy ouy Br)

Pidentité

Iy) = [ [z, y(@), y'(@)de
D
= ff[wnwza vy Try Yo(Byy Tyy oony Br) 5 Yo @ry Ty ey Br) y wer
D

0
yn(mly Loy ovey mf) 95‘5y1(w19 Loy eeey mr) 7%?/1("”17 Ty <eny .’Br) 9 =
1 2

0
%y‘n(mlv Ty <ey .’Dr)] d$1d$2...dxr

définit dans ’ensemble E une fonction réelle I(y) du vecteur y(x).
En supposant la fonction f continue dans 7, avec ses dérivées par-

tielles du premier ordre par rapport aux variables py, que je désignerai
par la notation

fmt(myyfp) (t=1,2,..,n; k=1,2,..,7),
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on peut introduire la fonction de Weierstrass, relative 4 la fonction f,
définie par D’identité

n r
Efx,y, p,p') ==, y,p) (=, y,p)—Zme(w, Y, ) Pix—Pax)
i=1 k=1
ayant désigné par p’ la matrice d’éléments arbitraires pj.
Je dirai que la variété y = °y(x), ou la fonction °y(rx), vérifie, par
rapport a la fonction f, la condition de Weierstrass, positivement, si 'on
a toujours, dans D, la matrice p étant arbitraire,

(1) El[a” o?/(m)v oy'(m)r P] =0 ’

négativement, si 'on a toujours
(2) Eq[=, °y(2), °y'(z), p] <O .
Or, comme il est bien connu, &i
(n—1)(r—1)=0,

la condition (1) est nécessaire pour que la fonction °y(z) donne a I(y)
le minimum dans ’ensemble FE et, par conséquent, la condition (2) est
nécessaire pour que la méme fonction donne a I(y) le maximum.

Or, on démontre immédiatement que:

I. La condition de Weierstrass n’est pas mécessaire si

(3) (n—1)(r—1)>0.

Soit, en effet, I(y) constante dans FE, alors chaque fonction y(x)
de E donne simultanément le minimum et le maximum de I(y) dans E,
et pourtant, si la condition de Weierstrass était nécessaire, chaque fonc-
tion y(x) de E devrait satisfaire, par rapport & la fonction f, & cette
condition, a la fois positivement et négativement. On devrait donc
avoir dans D

Efz, y(»), y'(x), p] = f(iﬂ, y(x), p)—f(wa y(x), y'(m)) -

_ an erpu[m'y y(x), y'(z)] (p,-k__g%:;) =0

i=1 k=1

pour n’importe quelle fonction y(xz) de E et toute matrice p. Il en suivrait
que f(z, vy, p) doit étre une fonction linéaire des variables py. Si done,
la condition (3) étant vérifiée, nous donnons un exemple d’une fonc-
tion f non linéaire par rapport i ses variables pgu, pour laquelle I(y)
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est constante dans E, nous aurons démontré que la condition de Weier-
strass n’est pas nécessaire dans ce cas. Voici ’exemple.
Soit n = r > 2, D un domaine rectangulaire de 1’espace (z,, z,, ..., Zr),

i) =pi'(®) = + 0o (¢=1,2,...,n), °y(x)=0 sur oD,

O (Y1y Yoy -+ Yn)
Iy) = 3(901,3?2, veey Tp

dz,dz,...dz, .

On a, dans E,

(4) I(y)=0,

et f n’est pas une fonction linéaire des variables p; . L’identité (4) suit
du théoréme

II. Si les fonctions yy(z), ys(x), ..., Yn(®) des n variables my, Ty, ..., Ty
sont de classe C' dans le domaine rectangulaire D, et Vune d’elles est
identiquement nulle sur oD, on a

3 (Y1y Y2y ---9 Yn)

wl’mZ’ et n)

dx,dx,...dx, =0 .

Soit, en effet, par exemple, y,(z) =0 sur oD et les fonctions
Ys(2), Ys(2), ..., ya(@) soient de classe C? dans D. Désignant par Y, le
complément algébrique de 1’élément oy,/0z;, dans le déterminant jacobien

considéré, on a
f an‘kaa:—— fyl E@‘dm
. 3$k
D k=1

et

—_— = dans D.

Si les fonctions vy,(x), ys(x), ..., Yn(x) ne sont pas de classe deux,
mais seulement de classe C!, elles et leurs dérivées partielles du pre-
mier ordre peuvent, respectivement, étre approchés uniformément dans
D, par des polynomes des variables z,, @,, ..., 25, et des dérivées par-
tielles homonymes de ceux-ci.

Vu le théoréme I, on doit se proposer la question suivante:

Quelle condition mnécessaire doit-on substituer a celle de Weierstrass,
dans le cas (n—1)(r—1)> 0?

A cet égard on posséde un théoréeme dit a M. Mc Shane, dont voici
I’énoncé:



Sur la condition de Weierstrass 157

III. En posant:
y'(@) =°p(a) ¥ *pirl)
’ Bxk ¢ !
une condition mécessaire pour que la fonction °y(x) donne a Dintégrale I(y)
le minimum dans E, est que Don ati, dans D,

Eq[z, °y(x), °p(z), p] = 0
pour toutes les matrices p pour lesquelles le rang de la matrice

(5) p—"p(2) = (P —"pa(2))

est mon supérieur a 1.

Comme I’a remarqué Bliss, cette condition est simplement une qx-
tension de celle qui subsiste dansle cas (n—1)(r—1) = 0, dans lequel
le rang de la matrice (5), qui se réduit a une ligne si » = 1 ou a une co-
lonne si r =1 est toujours non supérieur & 1. Mais j’ai bien des motifs —
qui trouvent un bon fondement dans des résultats de certains de mes
travaux récents — pour croire qu’il existe une condition nécessaire bien

plus forte que celle de M. Mc Shane, selon le théoreme suivant:

IV. 8¢ (n—1)(r—1) > 0, a chaque fonction f(x,y,p) correspondent
des fonctions

C;hik(may3PSQ) (e<ij, h<k; i,7=1,2,...,m; by k=1,2,..,7),

dont le nombre est n(n—1)r(r—1)/4, pour lesquelles la condition nécessaire
pour que la fonction °y(») donne le minimum a I(y) dans E, est qu’'on ast
dans le domaine D, pour n’importe quelle matrice p,

Efz,%y(x), °pl(@), p1—

— Y D PMe,cy@), p(@), p—opla) [P P P B o
'i,iy'<=j1 h’;k(=kl Pin— Pin Dik— Pik

Evidemment, si, en particulier, le rang de la matrice p—°p est égal
a 1, on retrouve la condition de M. Mc Shane.

Je n’ai pas encore démontré ce théoréme. Mais on peut le vérifier
dans des cas particuliers.

Par exemple, si la fonetion f(z, y, p) est telle quel(y) soit constante
dans E, chaque fonction y(x) de E donne & la fois le minimum et le maxi-
mum 3 I(y) dans E, et par conséquent, selon le théoréme de M. Mc Shane,
on doit avoir

(6) Ej=z,y,p,p] =0
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pour toutes les matrices p pour lesquelles la matrice p—7 a un rang
non supérieur & 1. On trouve la dite constante, comme on a vu tout
a I’heure, par exemple, pour r =n = 2, D étant un domaine rectangulaire
et °y(x) =0 sur oD, si

[ = PuP2a—PraPu,

et 'on trouve, conformément au théoréme 1I,

- Pu—Pu Piz— Pi2
Ef(z,¥,p,p)— _ gl
AZr 1 Par— Py Pae— P22

et non pas seulement (6), pour toutes les matrices p, pour lesquelles le
rang de la matrice p—p est non supérieur a 1.

=

R Re¢u par la Rédaction le 16. 7. 1962



