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Sur une condition de coincidence des surfaces
convexes isométriques

par K. RADzZISZEWSKI (Lublin)

Dans la théorie classique des surfaces réguliéres on prouve le théoréme
suivant: Si les premieére et deuxiéme formes quadratiques de la surface 8,
sont identiques respectivement aux premiere et deuxiéme formes quadra-
tiques de la surface S,, alors les surfaces 8§, et §, sont congruentes.

Les conditions de ce théoréme peuvent étre remplacé2s par la con-
dition que les surfaces S, et 8, soient isométriques et aient des courbures
normales identiques dans les directions correspondantes suivant lliso-
métrie. Pour les surfaces convexes, au lieu de la condition d’identité
des courbes normales, on peut supposer 'identité des courbures des courbes
correspondantes.

Dans ce travail nous prouvons le théoréme cité plus haut pour les
surfaces convexes en le modifiant en ce que nous supposerons l’isométrie
et D’identité des courbures intégrales [1] des courbes correspondantes.

Lia notion de courbure intégrale vtilisée ici permet de prouver ce
théoreme pour des surfaces convexes arbitraires.

Je remercie M. M. A. Bielecki, S. Golgb et K. Tatarkiewicz dont les
précieuses remarques ont permis d’améliorer la rédaction de ce travail.

Notations et définitions. Dans ce travail nous utiliserons les
notations suivantes:

{A%B)> arc (orienté) de courbe fermé d’extrémités 4 et B;
(A¥B) arc de courbe ouvert d’extrémités A et B;

(AB) segment de droite fermé d’extrémités A et B;

AB droite passant par les points 4 et B; -

AB vecteur d’origine A et d’extrémité B;

J(t,p) angle formé par les vecteurs t et p, 0 < <.(¢, p) < w3
[A%B] longueur de I’arc (A%B);

[AB] longueur du segment de droite (AB).

Nous appellerons surface convere 8 un domaine (c’est-a-dire un
ensemble ouvert et connexe) sur une surface fermée S’ limitant un solide
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convexe ayant des points intérieurs dans ’espace euclidien 4 trois
dimensions.

Un point M ¢ S sera appelé lisse si la surface S admet un plan tangent
continu au point M.

Un point M € S est appelé point d’aréte s’il existe une seule droite 1

appuyant S au point M telle que 1C lim t(M,) pour toutes les suites
Mp—>M

convergentes des plans d’appui v(M,) de la surface S, M, ¢ S. La droite 1
sera appelée aréte de la surface au point M.

Un point M ¢ 8 qui n’est ni point lisse, ni point d’aréte sera appelé
sommet.

Si M e 8 est un sommet alors les limites des demi-droites M P d’ex-
trémité M, P ¢ 8, P >M, formeront une surface conique W. La surface W
sera appelée cone tangent de la surface 8 aw point M. Si M est un point
d’aréte, le cone tangent se réduit & deux plans d’appui qui seront appelés
plans d’appui frontiéres.

Nous dirons que la courbe <(A¥B> admet au point M e (A¥B)
une tangente t(M) au sens strict, s’il existe une limite unique des
droites M'M"’, M' e (A%B) et M'' e (A¥B), pour tous les M’', M''—~M,
M #= M". Dans le cas M’ = M, la droite t(M) sera dite tangente. Plus
généralement, la droite p(M) qui est la limite des droites M'M",
M e (LA%B>, M" € (A%B>, lorsque M’ >M, M'' - M, sera appelée droite
paratingent de la courbe (A%B) au point M et l’ensemble de toutes
ces droites sera appelé paratingent de la courbe (A¥B)> au point M et
désigné par P(M).

N’il existe une limite unique des droites M'M"', M'e (M%B) et
M'" e {M¥%B> (M'e{A%M>, M" ¢ CA¥M>) pour tous les M’', M ->M,
cette limite sera appelée tangente a droite (a gauche) au sens sirict et
désignée par t*(M) (t7(M)).

D’une fagon analogue, si le point M’ correspond &4 une valeur du
parametre plus grande que le point M’ (autrement dit, si M ¢ (M'%B)),
nous appellerons la limite des vecteurs M'M"/[M'M'’] vecteur tangent
au sens strict, vecteur tangent, vecteur paratingent, paratingent des
vecteurs, vecteur tangent & droite (& gauche) au sens strict de-la courbe
(A%B) au point M et nous les désignerons respectivement par t(M),
t(M), p(M), P(M), t7(M) (t"(M)).

Si I'on place l’origine du vecteur paratingent p(M) d’une courbe
{A%B) en un point fixe 0, son extrémité décrit sur la surface de la sphére-
unité un ensemble (<A¥B)>>, lorsque M parcourt 'arc {A¥B). L’ensemble
((A¥%B)) sera appelé indicatrice sphérique de la courbe (A¥B).

Si l’indicatrice sphérique d’une courbe (A¥%B) est une courbe recti-
fiable ((A%B)), la longueur de la courbe ((A¥B))> sera dite courbure
intégrale de la courbe (A¥B)> et notée k((A%B>) = [((A%B>>].
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Une courbe ayant un vecteur tangent a variation bornée posséde
une courbure intégrale finie.

Nous dirons qu’une surface 8, est congruente au sens large & une
surface §,, si 8, est congruente & S, ou & une surface § symétrique de S,
par rapport a un plan.

Coincidence des surfaces convexes. La démonstration de
notre théoreme sera partagée en plusieurs lemmes.

LEMME 1. Soit (A%B) wune courbe plane convexe el s = [A¥%M)],
(A%XM)> C (A%B), h(s) la distance algébrique du point M a la tangenie de la
courbe (A%B> au point A, k(s) la courbure intégrale de Varc (A¥%B). Alors
on a

h(s) =f sink(z)dx .
0

Démonstration. Soit t(A4) le vecteur-unité tangent de la courbe
(A¥%B)> au point 4.

Dans la courbe (A¥B) nous inscrirons une ligne brisée W,: (M,
=A, M, .., My = B), CA¥M;> C (A%M,,,>. Désignons par k(M) la
distance algébrique du point M & la tangente t(A4). Soit ¢; = % (My—, My,
t(A))y ai = < (Mi~1Mf7 ﬂIiMi-H), $i = [Mi—lMi]'

Avec ces notations nous obtiendrons:

h(M,) = 8 sing, ,
h(M,) = h(M,)+ s,5ing,,

n
. . Y.
h(Mp) == 8;8ing, + ... + 8pSing, = Z sin(gy, +ay+ ... +a;—1)8 ,
i=1
Car @ = @1+ a1y Pa— Qe+ =1+ a4y ooy P = @1+ A oo + -
Si nous passons maintenant 4 la limite dans (1), lorsque max [M(M;_,]
—>0, alors, en profitant d’un raisonnement semblable & celui du tra-

vail [6], nous obtenons
[4*B]

W(Ma) =h(B) = [ sink(s)ds
et le lemme est prouvé. "

LEMME 2. Soient (A¥B,> et (A%B,) des courbes planes convexes et
admetiant une tangente commune t(A). Désignons par ky(s) et ky(s) les cour-
bures intégrales des arcs {A%M,> C (A%B,) et (A% M,>C (A%B,) respective-
ment [A¥M,] = [A¥M,] = s. Sous ces conditions, si

0 < Fy(8) < T ) < /2
pour tous les s € {0,[A%B,] = [A%B,]>, alors
hy(s) < ho(s) .
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Démonstration. En vertu du lemme 1 nous avons

hs) = [ sink(@)dz, hys) = [ sinky@)de

et, comme k,(x) < ky(x), on a hi(s) < hy(s) pour ky(s) < m/2, ce qui prouve
notre lemme.

LeEMME 3. St une courbe (A¥%B)> (non nécessairement plane) admet
une courbure intégrale finie, alors elle admet aussi un vecteur tangent au
sens strict au point A.

Démonstration. Soit M, e CA%B>, M, ¢ (A%B), M,+A, M,—>A.
Supposons que les vecteurs paratingents p(M,) et p(M,) de la courbe
(A%B) aux points M, et M, satisfont aux conditions suivantes: p(M,)—1,,
p(Mz) >ty, X(t,t) =a> 0, lorsque M, —>A et M;, > A. Alors, pour n > n,,
nous avons < (p(Ma),t) <& S(p(Mp),t) <& et 0 <e< (t, )4 = a/4.

Soit My € (Mp_1%M3)>, My e (Mp¥M,1>. Dou

L (p(Ma), p(M7)) > X(t, t)—2¢>a—a/2 =a/2 pour =n>mn,.

En ajoutant membre 2 membre ces inégalités nous obtiendrons

o0

en contradiction avec I’hypothése que k(A%B) est un nombre fini. Le
lemme 3 est donc démontré.

LeMME 4. Supposons que la courbe {A%B) admetle une courbure
intégrale finie. Par les points M e (A%B) menons les droites 1(M) per-
pendiculaires a la langente de la courbe (A¥B) au point A et paralléles
a une droite fixée 1(A).

St nous développerons la surface cylindriqgue D ainsi obtenue sur un
plan de fagon que les différents points de la courbe (A%B) se trouveront
sur des génératrices différentes de la surface cylindrique (c’est-a-dire, chaque
droite paralléle a 1(M) aura aprés le développement de @ au plus un point
ou un segment de droite en commun avec la courbe (A'%B"> obtenue de (A¥B)),
alors la courbure intégrale de la courbe {A%B) wn’augmentera pas.

Démonstration. Prenons, sur la courbe J{(A%B)>, les points
Mi=A, M, .., My =B, {Mi¥M;1>C (M1 %M; ), et les vecteurs
tangents & droite p (M) aux points M;. Evidemment p (M) -p(A) lorsque
M —~>A. Plagons les origines des veecteurs p(M;) au centre de la sphére-
unité. Leurs extrémités déterminent sur la surface de la sphére-unité les
points M;. Joignons les points M; sur la surface de la sphére par des
arcs de grands cercles de longueurs inférieures a = Nous obtenons ainsi
sur la surface de la sphére une ligne brisée sphérique W, = (M, M,, ..., Mu>
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inscrite dans ’indicatrice sphérique ((A%B)) de la courbe (A% B). Comme
la courbe ((A%B)) est rectifiable, 1a longueur [Wn] de la courbe W, tend
vers la longueur [((A%B))] de la courbe ((A¥B)).

Désignons par 1(4) le vecteur-unité sur la droite 1(4). Nous allons
prouver que le développement de la surface cylindrique @ sur un plan
ne change pas l’angle entre les vecteurs 1(4) et p(M;). Si v désigne un
plan perpendiculaire & I(A) et ne coupant pas la courbe (A¥B), h(M)
la distance du point M au plan 7, alors 2(M) ne change pas quand nous
développons la surface @ sur un plan.

Désignons par P et @ les points satisfaisant aux conditions:
Pe{Mi%Q>C{A%B), Qe (P%B)C (A%B>. Alors, nous avons PQ[[PQ]->
—>p(M;) lorsque P, Q —~>M;. Soient P’,Q’, M;, A’, B’ les points obtenus
des points P,Q, M;, A, B aprés le développement de la surface @ sur un
plan. Alors, si ¢ est I’angle entre le vecteur PQ/[PQ] et le plan 7, nous
obtenons du lemme 3

(@ —h(P)
[PQ]

lorsque P, Q —~M;, ou y; est I’angle entre le vecteur p(3;) et le plan .
Soit ¢ I’angle entre le vecteur P'Q’ et le plan v. Alors

R (@) —h(P)| _ |h(@)—h(P)]

['p1 [QP]

(2) sing = —Siny;

(3) sing’ =

Evidemment on a
(4) [Q%P] = [@'%P']1>[Q'P'] >[QP].

Dans are (P¥@> nous inscrivgn_s une ligne brisée Wpg = (N,= P,
Ny ooy Np = Q> et soit X (NN, PQ) = ¢;. Alors [5]

m=—1

m—1
[PQ] = D [N:Nislcosg:i > cos§ D, [NeNip] = cosg ((P%Q] +e)
i=1 t=1
ou ¢ = maxg; et ¢ est un nombre positif arbitrairement petit. Comme
¢ >0 lorsque P,Q->M, il en résulte [P%Q] : [PQ]—~>1 et de (3) il vient
(5) [(P'Q]:[PQ]—>1.
De (2), (3) et (5) nous obtiendrons

|h(Q)—h(P)| [PQ] [PQ]
[(P@] [P'Q'] [(PQ]

et, comme l’angle entre un vecteur et un plan ne surpasse pas =/2, on
a ¢’ >y;. Nous avons donc démontré que la courbe ¢A’'%B’) admet un

Sin@’ =

= sing —Sinyy
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vecteur tangent & droite (& gauche) au sens strict et si nous posons

yi= lim ¢’, alors y; = ys.
PLQ'-»M

Nous avons démontré que les angles que forment avec le plan 7 les
vecteurs tangents des courbes (A¥B) et (A’¥B’> aux points correspon-
dants sont égaux.

Considérons maintenant la ligne brisée sphérique W,. Si nous dé-
veloppons la surface @, les points M; et M;,, décriront sur la surface de
la sphére-unité des cercles I'; et I, de centres au point E (extrémité du
vecteur I (A))jusqu’au moment les points B, My, M., se trouveront dans un
plan (aprés le développement de la surface ¢> sur un plan, la courbe (A% B))
deviendra une courbe plane (A’%B")) done la longueur de Parc <M ;% M;.;>
(grand cercle) n’augmentera pas (ce qui résulte de I’hypothese que les
droites paralléles & l(A4) peuvent avoir en commun avee la courbe (A'XB’>
au plus un point ou un segment de droite). Autrement dit, les vecteurs
tangents p (M) de la courbe (A’%B’> peuvent former avec le vecteur p(4)
seulement des angles qui ne surpassent pas w/2, donc leurs extrémités se
trouveront dans un ensemble limité par un grand cercle dont le centre est
Pextrémité du vecteur p(A4’). D’onr il résulte éyidemment que la longueur
de la ligne brisée sphérique, aprés le développement de @ sur un plan,
n’augmentera pas.

Désignons par W, la ligne brisée sphérique obtenue de la ligne
brisée W, aprés le développement de @ sur un plan. Evidemment, la
ligne brisée m sera inscrite dans la courbe ((4’%B")). D’ou, en vertu du
théoréme III. 3.6 du travail [4], p. 223, nous avons: pour tout £> 0 il
existe un », tel que pour n > n,

[(A"%B')] < [Wal+e.
En tenant compte de ces considérations on obtient

[Wal <[Wal et [Wal <[(A%BY]
done

[(A'%BN] < [Wal+e < [Wal+2 < [(A%B)] +e
et, comme ¢ est un nombre positif arbitrairement petit, on a

[((A"%B")] < [((A%B)]

ce qui prouve le lemme 4.

LEMME 5. Sotent S, et S, des surfaces convexes isomélriques. Désignons
par T'iC 8¢, i =1,2, une courbe plane et par I'' C 8y, h=1,2, i+ h,
Pimage de la courbe I'y suivant Disométrie entre S, et S,.

St la courbure intégrale de I', est égale & la courbure intégrale de I'T,
h=1,2, pour toutes les courbes planes I't, h=1,2, alors Vimage suivant
Visométrie d'un point lisse M, e S, est un point lisse M, e S,.
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Démonstration. Soit M, un point lisse de la surface §, et M,
son image sur la surface §,.

Le point M, ne peut étre un sommet, car la courbure intégrale de
la surface [2] en un sommet est positive et, comme la courbure intégrale
de la surface est un invariant de I’isométrie, nous avons une contradiction
avec le fait que la courbure intégrale de la surface S, au point M, est
égale & zero.

Si M, était un point d’aréte de la surface §,, alors la. section I', de
la surface 8, par un plan perpendiculaire a ’aréte aun point M, aurait
une courbure intégrale différente de la courbure intégrale de la courbe
correspondante I'y.

LEMME 6. Soient S, et S, des surfaces converves isoméiriques ayant
un plan tangent commun t(A) aux points A, = A, = A correspondants
suitvant Uisométrie.

Si, en profitant des notations du lemme 5, la courbure intégrale de I,
est égale & la courbure intégrale de I't, h = 1,2, pour toutes les courbes
planes I', € 8y, h =1, 2, alors il existe un entourage U,(A) C 8, du point A
et un entourage Uy(A) C 8,, correspondant suivant Uisométrie, tel que pour
les points correspondants suivant Uisomélrie on a

h(M,) = h(M,)

o h(M) désigne la distance du point M au plan t(A).

Démonstrations. Admettons sans nuire a la généralité, que S,
et S, se trouvent d’'un méme c6té du plan 7(A4).

Désignons par ¢, un plan passant par les points M, et A et perpendi-
culaire au plan 7(A). Le plan o, coupe la surface 8, suivant une courbe
et Iy = (A% M,> désigne un de ses arcs. Soit Iy = (A% M,> C 8, 'image,
suivant Pisométrie, de la courbe I7. Il existe un entourage connexe U (A4)
du point 4 sur S; tel que I, C Uj(A) et k(A% M,) < =/2. Soit Us(A)C 8,
I'image, suivant l’'isométrie, de U;j(4). Menons par les points M el
des droites I(M) perpendiculaires au plan 7(4). Ces droites formeront
une surface cylindrique ®,.

Nous développerons la surface @, sur le plan o,. Aprés le dévelop-
pement de @, la courbe I'; se transformera en une courbe plane I'y, mais.
la distance h(M,) du point M, au plan 7(A) ne changera pas.

Comme k(I,) = k(I'3), en profitant du lemme 4 nous obtiendrons
(6) k(I2) < k(IY) .

Dans la courbe I'; nous inscrivons une ligne brisée W,: (Ny = 4, Ny, ...
vy Ny = M3> (ici M3 désigne le point obtenu du point M, aprés le dé-
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veloppement de @, sur le plan a,, h(M,) = h(M3)) telle que k(I'9) = k(W,) +&.
Par I’hypothése on a k(J}) < =/2. Ensuite nous déformerons la ligne brisée
W, tout en conservant les longueurs de ses cOtés et les valeurs abso-
lues des angles entre ses c6tés consécutifs pour obtenir une ligne brisée
convexe W,. Les sommets de W, seront désignés par N; respectivement.
Nous aurons évidemment

(7) E(Wa) =Ek(Wa) et h(Ny) > k(Na).

On a maintenant W, —>I% et W, I (on peut former une sous-suite
convergente), N, >M, et de (6), (7), [1] nous obtenons
k(Wa)>k(I2), k(Wn)—>k(l3),
(8) h(N7)—>h(M:) > h(Na),
k(I3) = k(I72) < k(1Y) .

D’ol, en vertu du lemme 2, nous avons

(9) h(M;) < h(M)) .
Mais
(10) h(M3) > h(Ng) = h(M3) = h(M,) ,

donc il s’ensuit de (9) et (10) que
(11) h(M,) > h(DM,) .

Si maintenant les points M, et M, échangent leurs roéles, alors il
existe un entourage Us(A)C S, et un entourage Ui(4)C 8,, corres-
pondant suivant l’isométrie, tels que pour les points M, e Uy (4) et
M, e U;(A) nous aurons

(12) h(M,) > h(M,)
et de (11) et (12) nous obtiendrons pour les points

M, e Ui(4) ~n UY(4) = Uy(4), M,eUs(A)n Ux(4) = Uy 4),
h(M,) = h(M,)
et le lemme 6 est prouvé.
LEMME 7. Soient S, et S, des surfaces convexes isomélriques.

Si les courbes planes I', et I't, h =1,2, définies dans le lemme 5,
admettent des courbures intégrales égales pour chaque courbe plane I'y C Sy,
h =1, 2, alors chaque point lisse A e S, posséde un entourage U,(A,)C 8,
congruent au sens large avec un entourage Uy(A,) C S, correspondant a U,(A,)
suivant Disométrie.
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Démonstration. Nous utiliserons les notations du lemme 6.

Considérons les segments de droite {AM,> et {AM,>. Nous prou-
verons, en répétant le raisonnement donné dans [3], p. 64, que [4]M,]
= [AM,]. Dans ce but nous développons la surface cylindrique @, sur un
plan. Puisque h(M’') = h(M'’) pour tous les points M e (A% M, et
M" e (A% M,> correspondants suivant lisométrie, on a Iy =TIy, d’ou
[AM,] = [AM)].

Apres le développement de @,, la longueur du segment {4 1M,> ne
diminuera pas, donc

(13) [AM,) <[AM}] = [AM,].
Si les points M, et M, échangent leurs roéles, on aura
(14) [AM,] <[AM,]

et de (13), (14)
[AMI] = [Aﬂfz]

pour M, e U(A)C 8,, M,C UyA)C8,.

Admettons maintenant que les surfaces S, et S, sont tangentes
au point A = A4, = A, et M, = M,. Alors I, = I, sinon Iy ne serait
pas identique & I5.

Nous avons donc obtenu que les courbes I} et I, sont identiques.
Prenons maintenant les points P, e U,(4) et P, e Uy, (A) correspondants
suivant isométrie. Désignons par y; = (A% P, ¢ =1, 2, la section de
la surface S; par le plan contenant la droite AP; et perpendiculaire & 7(4).

En vertu du théoréme 3, [2], p. 280, et de ’isométrie des surfaces S,
et §, il résulte qu’au point A P’angle entre les tangentes des courbes y,
et I est égal & Pangle entre les tangentes des courbes y, et I',. D’ou il
résulte que les courbes y, et y, sont identiques, done P, = P,. Nous avons
donc obtenu que U,(4) = U,4), ce qui prouve le lemme 7.

LEMME 8. Le lemme T reste vrai st A, est un point d’aréte de la surface
convexe.

Démonstration. Le raisonnement du lemme 7 peut étre répété
si au lieu du plan tangent commun des surfaces §; et S, on prend un plan
d’appui 7(4) divisant I’angle entre les plans d’appui frontiéres au point 4
en deux parties égales (les angles entre les plans d’appui frontiéres des
surfaces S, et S, sont égaux, comme le montre la démonstration du
lemme 5). Les courbes I et I', forment des angles égaux avec le plan 7(A)
au point A et tous les lemmes 1-7 seront vrais, car les démonstrations
ne changeront pas si les courbes correspondantes suivant ’isométrie
forment un angle positif au lieu d'un angle égal 4 zéro avec un plan ou
une droite au point 4. Donc il existe un entourage du point A satisfaisant
aux conditions du lemme 7.

LEMME 9. Le lemme T reste vrai si A, est un sommet.
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Démonstration. On voit aisément que égalité des courbures
intégrales des courbes correspondantes suivant isométrie (I, et I'* dans
les notations du lemme 35) entraine l’identité des cones tangents des sur-
faces S, et S, au point 4, = 4, = A.

Au lieu du plan tangent commun 7(4) nous prendrons maintenant
un plan d’appui 7(4) formant avec toutes les génératrices du céne tan-
gent un angle moindre de =/2. En répétant les raisonnements du lemme 8
nous obtiendrons la démonstration de notre lemme.

THEOREME. Sotent 8, et S, des surfaces convexes isométriques.

Désignons par T't'C 8y, i =1,2, une courbe plane et par I''C S,
h=1,2, ¢ #h, DPimage, suivant Visométrie entre S, et S,, de la courbe
I C 8.

Si les courbures intégrales des courbes I'y et T sont égales pour toutes
les courbes planes 13, C Sy, h =1, 2, alors les surfaces S, et S, sont con-
gruentes aun sens large.

Démonstration. Soient D, C S, et D,C S, des domaines fermés
correspondants suivant Pisométrie. Comme chaque point de D, a un
entourage congruent a un entourage correspondant de D,, il existe, en
vertu du lemme de Borel, un nombre fini de tels domaines qui couvrent
le domaine fermé D;. En profitant des lemmes 7, 8 et 9 nous obtiendrons
immédiatement la conclusion du théoreme pour les domaines D, et D,.
Comme le domaine D, peut différer arbitrairement peu de la surface S,
le théoréme est ainsi démontré.

Remarque. Le théoréme donné plus haut peut étre prouvé en pro-
fitant seulement du lemme 7. Notamment, supposons que les surfaces S,
et §, aient des entourages du point A égaux, U,(A) = U,(A4). Nous élar-
girons ’ensemble U,(4) d’une facon continue jusqu’un entourage U(A4),
dans lequel S, et S, sont identiques et différentes en dehors de U(A).

Considérons ’ensemble G des points frontieres de ’ensemble U(A4).
L’ensemble G est une somme d’ensembles connexes qui ne peuvent pas
étre des points isolés. L’ensemble 8,— U(4)—G est une somme de do-
maines. L’ensemble G ne contient pas de points lisses de la surface 8,
et tous les points de G ne peuvent étre des sommets. Done, ’ensemble G
contient au moins un point d’aréte P de la surface 8;. Désignons par
7+(P) le plan d’appui frontiére de S, du coété de U(A), et par t=(P) le
deuxieme plan d’appui frontiere de la surface S, au point P. Les plans
tH(P) et 7(P) sont aussi des plans d’appui frontiéres de la surface S,.
Soient M, e8,—U(A) et M,eS,—U(A) des points correspondants
suivant 'isométrie et assez proches P. Maintenant nous pouvons appli-
quer le lemme 7 relativement aux points 3, et M, en prenant le plan
7°(P) pour plan tangent. Nous obtenons M, — M,, donc ’ensemble G
est vide et le théoréme est ainsi prouvé.
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