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Zur Existenz von Stieltjes-Integralen
im Komplexen und Reellen *

von P. ScHATTE (Halle a. d. Saale)

In der Funktionentheorie beschrinkt man sich bei der Einfithrung
des Kurvenintegrals gewohnlich auf die Bogenlinge als Kurvenparameter
und damit auf rektifizierbare Kurven. Integrale iiber nichtrektifizierbare
Kurven untersuchte zuerst Herr L. Berg in seiner Arbeit [1] iiber kom-
plexe Kurvenintegrale, wobei er als Ausgangspunkt die Fragestellung
von Herrn K. Bogel wihlte, ob es moglicherweise nichtkonstante Funktio-
nen gibt, die iiber jede beliebige Kurve integrierbar sind. Herrn L. Berg
verdanke ich auch die Anregung zu vorliegender Arbeit.

In [1] wird die Unabhingigkeit des Integrals von der Integrations-
kurve fiir den Fall bewiesen, dafl diese einer Holderbedingung

|2(t')—=2(t)] < Ajt' — ¢

mit g > } geniigt. Die noch offen gebliebene Frage, ob fiir nichtrektifi-
zierbare Kurven der Cauchysche Integralsatz auch unter allgemeineren
Voraussetzungen gilt, soll im folgenden positiv beantwortet werden.
Es wird gezeigt, daB das Integral (im Falle regulirer Integranden) iiber
eine geschlossene stetige Kurve stets gleich Null ist, sofern es iiberhaupt
existiert. Gleichzeitig wird dabei die in [1] angegebene und fiir die Exi-
stenz des Kurvenintegrals hinreichende Bedingung (30) hier zu der notwen-
digen und hinreichenden Bedingung (7) verschirft. Dabei stellt sich
heraus, dafl die Integrierbarkeit einer regulidren Funktion f(z) iiber eine
stetige Kurve € nur von der Gestalt der Kurve und von Lage und Ord-
nung der Nullstellen von f'(z) auf € abhingt.

Die verschirfte Bedingung (7) ist aber nicht nur bei reguldrem Integran-
den, sondern fiir beliebige Kurvenintegrale notwendig. Unter Ausnutzung
dieser Tatsache kann gezeigt werden, dafl als einzige Funktionen nur die
Konstanten iiber jede beliebige Kurve integrierbar sind. (Siehe auch
Satz 2a.)

Weiterhin ist die Bedingung (7) in entsprechend modifizierter Form
auch fiir die Existenz reeller Stieltjes-Integrale notwendig. Es werden
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zwei Klassen von Integralen angegeben, fiir deren Existenz die besagte
Bedingung auch hinreichend ist. Im zweiten Fall ergibt sich dabei ein
Satz, der als Spezialfall die Substitutionsregel fiir Riemann-Integrale
enthilt allerdings unter etwas eingeengten Voraussetzungen.

Das Stieltjes-Integral soll hier immer als gewdhnliches Stieltjes-
Integral aufgefa3t werden, welches gelegentlich auch als Riemann-Stieltjes-
Integral bezeichnet wird (siehe [2]).

§ 1. Komplexe Kurvenintegrale

1. Definition und Parameterinvarianz. Als Kurve ¢ wollen wir
die geordnete Gesamtheit aller Punkte verstehen, die durch die Ab-
bildung 2z(¢) eines reellen Parameterintervalls a <t < b in die 2-Ebene
ensteht. Dabei braucht € nicht rektifizierbar und z(¢) vorldufig nicht stetig
zu sein. Auch die Funktion f(z) wollen wir noch keinen Einschrinkungen
unterwerfen. Dann fassen wir im AnschlufBl an [1]

b
(1) [ H@)ds = [ 1(2(t) d(t)
(% a o
als komplexes Stieltjes-Integral auf, d.h. ist 2z, = z(1), & = 2(1y) mit
tr_1 < 1, < 1y und bedeutet t,= a, t, = b und 2,= A4, z, = B, so wird (1) durch

(2) [ 1()dz = 1im ' 1(&) (20 —2ey)
€ n—00

p=1

definiert, sofern jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge des Intervalls <{a, b)
unabhingig vom gewihlten Zwischenwert denselben Grenzwert liefert.
Eine Zerlegungsfolge soll wie iiblich ausgezeichnet heillen, wenn
max(ly —t5—y) >0 fiir » —oo.

-

Geht 2(t) aus z(t) durch eine im weiteren Sinne monoton wachsende
und stetige Parametertransformation ¢ = £(f) mit a = ¢(a) und b = t(b)
hervor, so sagen wir, daf3 %(f) und z(t) zwei Parameterdarstellungen der-
selben Kurve € sind. Das Integral (1) ist dann parameterinvariant, d.h.

b b _
(3) J tew)am = [ fed)ad,

und aus der Existenz des einen Integrals folgt die des anderen.

Man sieht leicht ein, dafl man fiir diesen Satz die Stetigkeit der Parame-
tertransformation wirklich benotigt. Sonst braucht namlich ¢ = ¢(1) nicht
jeden  Zwischenwert anzunehmen, und die durch %(t) definierte Kurve
enthilt nicht alle Punkte der durch z(f) definierten Kurve. Weiterhin
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1

1
ist die Monotonie unentbehrlich, da [ tdt existiert, [ (— Vi cos%)d (— Vi cos%z)
0 0

aber nicht, wie man erkennt, wenn man ¢ =1/» und 7, =1, mit
v=1,2,..,n als Teilpunkte einer Zerlegung wihlt und n —>oo gehen
li8t. Man kann dann auch eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge finden,
die bestimmt divergiert. Man erkennt iibrigens in der iiblichen Weise,
dafl das Kurvenintegral (1) nur existiert, wenn f(z) auf ® beschrankt ist.

2. Eine notwendige Bedingung. Fiir die Existenz von (1) soll
nun eine notwendige Bedingung abgeleitet werden. Die Existenz von (2)
wird vorausgesetzt, d.h.

(4) D e —2z) 1.

Weiter iiberlegt man sich wie im Reellen (siche Smirnow [3], T 2), daB
auch fiir komplexe Stieltjes-Integrale die Regel der partiellen Integration
gilt, die besagt, dafl aus der Existenz von (1) die Existenz von

[zdt(z) = — I+Bf(B)—Af(A
¢
folgt, d.h.

n

(5) D) 6lf () —f(2,-1)]>— I+ Bf (B) —Af (4

r=1

Addiert man zu (4) und (5) noch die triviale Beziehung

D' [—2f (@) 4211 (2-1)1>—Bf(B)+A4j(4)

r=1

so erhialt man

Z{ [F(29) — F(En))(2r — En) - [F(E0) — F (20-2)1(Cr — 20_1)} =0

Faflt man die ¢, als neue Teilpunkte auf und setzt zur Abkiirzung
Az = 2,—2,_1 und 4f(z) = f(2») —f(2,—1), so kann map die letzte Beziehung
auch in der Form

(6) D (—1) Af (25) 420 >0

r=1
schreiben. Die Bedingung (6) 148t sich noch etwas handlicher gestalten.
Es ist nimlich zugelassen, dal 7, = ¢, oder 7, = t,_;, wird. Dies bedeutet,
daBl zwei Teilpunkte zusammenfallen koénnen und zwei aufeinander-
folgende, von Null verschiedene Summanden in (6) gleiches Vorzeichen
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haben. Allgemein kann also jedem Summanden in (6) ein beliebiges
Vorzeichen zugeordnet werden. Nun miissen aber die Real- und Imaginér-
teile in (6) fiir sich konvergieren, und weil jedem Summanden ein belie-
biges Vorzeichen zugeordnet werden kann, miissen diese sogar absolut
konvergieren, und dies wiederum ist wegen |w| < |Rw|+ [Jw| gleich-
bedeutend damit, dafl auch

(7) D14 (2) A20)] 0 .

p=1
Damit haben wir

SATZ 1. Fiir die Existenz von (1) ist bei beliebigem Integranden und
beliebiger Kurve motwendig, daf die Bedingung (7) fir jede ausgezeichnete
Zerlegungsfolge erfullt ist.

Aus der notwendigen Bedingung (7) folgt iibrigens noch einmal die
Beschrinktheit von f(2) auf ¢, wie man sofort sieht.

Herr L. Berg ging in seiner Arbeit von der Fragestellung aus, ob
es von den Konstanten verschiedene Funktionen gibt, die iiber jede XKurve
integrierbar sind. Schrinkt man die Auswahl der Kurven nicht ein, so
folgt aus Satz 1 in recht einfacher Weise, daf3 es keine derartige Funktion
gibt. Es gilt aber sogar

Satz 2. Die Konstanten sind die einzigen Funktionen, die iiber jede
stetige Kurve integrierbar sind, wobei wir nur solche Funktionen in Betracht
zichen, die in einem Gebiel (offene und zusammenhdngende Punktmenge)
erklart sind.

Ist ndmlich f(z) == const, so gibt es nach dem Satz von Heine-Borel
einen Punkt z,, fiir den in jeder Umgebung von z, ein Punkt 2z’ mit
f(z) —f(2') =£ 0 existiert, wenn man beriicksichtigt, daB es wegen f(2)
== const zwei Punkte A und B des Definitionsbereiches £ von f(z) mit
f(A4) # f(B) gibt und dall sich diese Punkte innerhalb von £ voraus-
setzungsgemifl durch einen Polygonzug verbinden lassen. Nun sei z,
ein beliebiger Punkt aus £ mit |2,—2,| = 3, |f(2,) —f(2)||2%g—2| = ¢, # 0

und n,= Ol +1|. Als ersten Teil der Kurve ¢, nehme man #,-mal einen

1
Polygonzug, der die Punkte z,, 2,, 2, innerhalb { verbindet. AnschlieBend
wiahle man einen Punkt 2, mit

2ol < 20 1F(20)— 1 (2)| lo—2a] = € % O

und setze n, = [cl + 1] .
2

Als zweiten Teil der Kurve betrachte man einen #,-mal durch-
laufenen Polygonzug, der innerhalb £ von 2, nach 2z, und von da nach z,
zuriick verlduft, usf. Die auf diese Weise erhaltene Kurve ¢, ist stetig,
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und die Bedingung (7) ist verletzt, wenn man als Teilpunkte z,, 2, z,, ...,
Zoy 21y o3 Bay Roy vy 20y 2ny %o €infithrt und n# — oo streben 1iBt. Man kann
dann auch eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge finden, fiir die (7) bestimmt
divergiert, d.h. f(z) ist iber ¢, nicht integrierbar.

Sind £, und £, zwei nicht zusammenhingende Gebiete, ist f(2) = 0
fir z¢ £, und f(2) = 1 fir 2 ¢ £, und ist f(2) sonst nirgends erklirt, so ist
f(z) iiber jede stetige Kurve des Definitionsbereiches trivialerweis integrier-
bar, aber f(2) ist nicht konstant.

Neben den Konstanten ist jede Funktion f(z) iiber eine beliebige
Jordankurve integrierbar, wenn f(z) aus f(2) = const durch Abinderung
der Funktionswerte in endlich vielen Punkten hervorgeht. Die beim
Beweis zu Satz 2 konstruierte Kurve @, ist i.a. keine Jordankurve. Die fragli-
chen Funktionen sind iibrigens nicht nur iiber Jordankurven, sondern auch
iiber solche Kurven integrierbar, deren Bildpunkte jeweils endlich viele
Urbilder haben. Dagegen ist es nicht zulissig, die Funktion f(z) = const
auf einer allgemeineren Menge vom Malle Null, z.B. einer konvergenten
Punktfolge, abzuiandern. Man braucht nur

0 fur =z #

f(z) =

1 fir =z=

b

Sli= |-

zu setzen, wo n eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet, und als Inte-
grationskurve @, eine Spirale durch 1, —1,%, —1%,1, ... zu verwenden,
um die Bedingung (7) zu verletzen. Die Kurve €, ist allerdings nicht
rektifizierbar. Wird die Funktion in endlich vielen Punkten abgeindert,
so ist sie nicht mehr stetig, und es gilt der mit Satz 2 verwandte

SATz 2a. Die Konstanten sind die einzigen in eimem Gebiet erkldrten
und stetigen Funktionen, die iiber jede Jordankurve inlegrierbar sind.

Den Beweis fithre man dhnlich wie bei Satz 2, indem man als Inte-
grationskurve eine Spirale verwendet, die sich in bestimmter Weise unend-
lich oft um den Punkt z, windet. :

3. Zwei Hilissiitze. Fiir die weiteren Untersuchungen wollen wir
jetzt stets voraussetzen, daBl die Kurve € eine stetige Parameterdar-
stellung besitzt und ganz im Innern eines einfach zusammenhingenden
und beschrinkten Gebietes ® liegt, in dem der Integrand regulir ist und
in dem
(8) 1f'(2)l <L
ist.

Dann kann man zeigen, daB die Bedingung (7) fiir die Existenz von (1)
auch hinreichend ist. Zur besseren Ubersicht beweisen wir zunichst zwei
Hilfssitze.
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HivFssATZ 1. Ist die Bedingung (7) fir jede ausgezeichnete Zerlequngs-
folge erfiillt und ist f'(8) = 0, so lassen sich 2u jedem &* > 0 Zuhlen o und 6
8o angeben, daf fiir jede Zerlegung des Intervalls {a,b> mit |t,—1,_;| < &

(9) > f’[f(w)*f(év)]dwl <er

ausfallt, sofern iiber alle die Indizes summiert wird, fir die|s —2,],|s —&)] < o.
Als Integrationsweg diene jeweils die Strecke gy, die 2, mit {, verbindet.
Beweis. Sei s eine (k—1)-fache Nullstelle (¥ > 2) von f(2). Dann
148t sich f(2) im Punkte s in eine Potenzreihe entwickeln, und es gilt
fiir |z2—s| < oy:
1(2) = f(8)+ (2 —8)"g(2) .

Nun werde eine Zahl g, < g, gewidhlt. Dann folgt

(10a) f"(2)] < M|z—s**
und
(10b) 19'(2)] < N

fiir |2—8] < g;. Da ¢g(2) regulir und damit stetig ist, 148t sich weiterhin
eine Zahl p, < g, so angeben, dal

(11) 19(2) —g(8)| < } K9
fiir |z—s| < g3, wo S = |g(s)] # 0 und
Sk

12 $=min}—, "~ 1,
(12) {4k’ 12-2""M}
Auflerdem soll g, noch der Ungleichung

Sk
(13) 0 <7

geniigen. Die Zahl ¢, wihlen wir zunichst als ¢ unseres Hilfssatzes. Zu
seinem Beweis zeigen wir die fir (s —2z,|, [$—(,| <o und |, —1t,_,1] < o*
giilltige Ungleichung

4) | [ 17 (0) —f (&) 1dw| < ALlzo—2211F (@) —(22)! + 12 — Gl F @) —F o)
4%

wo A eine Konstante und 2z} ein noch zn wihlender Zwischenpunkt ist.
Nach Voraussetzung 148t sich dann eine Zahl ¢’ so angeben, dal
D |Af(2) A2y < &*] A, sobald |t,—t,_;| < &’. Bei der Bildung der 4z, und

1 4

Af(z») sind die Zwischenpunkte 2z, und {, mit beriicksichtigt. Das 6 unseres
Hilfssatzes wihlen wir nun so, dafl § < ¢', 6* und Hilfssatz 1 folgt unmittel-
bar aus der Abschiatzung (14). Es kommt jetzt darauf an, die Abschitzung
(14) zu beweisen.
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Im weiteren Beweisverlauf konnen wir o. E. d. A. s = 0 annehmen
und zur Abkiirzung alle Indizes weglassen sowie kd = n setzen. Zum
Beweis von (14) miissen wir mehrere Félle unterscheiden:

1) Zunichst sei (14 6)|L! < |2].
Es folgt:

(147) 1% < 12"

Aus der fir 0 < n <1 giltizen elementaren Ungleichung

(o)< o2 142

o2 ) < [0 {a ) o 5]

(g o <2 - - s )

erhialt man:

Jetzt wird (11) angewendet:

19(£)¢*| +max |g( w)z|<—{q (2)2*| —1g(&) "I},

weg

(fg(C)C"dw}Jr lfg(w)w"dw\ < l—fla —tllg(2)2" — 902",
¢ 3

N

; ) 10 .
(15) Icf[f(w)—f(g)]dwﬂ<;Iz—allf\?)—f(C)l-

Wir setzen noch z* = z.
2) (14 9)|2| < |¢|. Vertauscht man bei 1) z mma £, so erhidlt man

¢
[t~ fenau| < Dj—ziira 1.
Damit haben wir

(16) U?[f(w) Naw| < (T-+1) le= 2@~ e
g

Wir setzen wieder 2* = z.
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3) (14+8)|8] > 2! und (14-9)l2| > |{|. Aus der zweiten Bedingung
folgt |z| > |¢|(1 —d). Wir haben somit als Voraussetzung

(17) (A4 8) £ > 2] > (1 —8) ¢,

-

und da der Fall { = 0 oder z=0 nach (17) nicht moglich ist, kénnen
wir 2/{ = re®® setzen mit

(17a) 14d>r>1-6.,

3a) ¢ liegt in einem der Intervalle 21’"4—6 n(2+1)—6> mit

v=0,1,..,k—1,d. h. < kp < 2rn—». Dann erhilt man durch Anwen-
dung der Taylorschen Formel wegen 7 < 1

cosky < cosy < l—ﬁ——l— i < 1— TZ}

; es 1st also

»o|3,

Nun sei s(w)=argg(if'—. Nach (11) ist |sine(w)| <

cos (kg 4 2¢(w)) = cos kpcos 2¢ (w) F sin kgsin 2¢ (w)
2

< cosn+2sine(w)| < 1—% y

( _{_7(_:) < —cos (kg 4 2e(w)) .

. lzlk (2)] ) C
Mit d = |3| |=5| erhdlt man wegen (11), (12), (17a)
BT ,
k g(w)l 9
max | — - T—|+1 < =241
weg | & g({) i T
< (6:244) (@ 41)
%7(6 25+ 4))/ (@ +1) — 2d cos (kp + 2¢ (w)) ,
max w".g(w)l_‘_l <1(6 2F 4 4) (E)kg-(i)——
weg | % 9Q) ” g U

max [w*g ()] - |*g ()] <% (6-2* + 4) 289 (2) — g (0)) -

weg
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Hieraus folgt wie unter 1):

a8 | [ v <3 62 n-tir@ -1
¢

Wir setzen z* = z.
3b) —d < ¢ < 4. Dann folgt:

2

1—cosp <1—cosd <§

2r (1 —cosg) < 26°
(r—1p <&

aus (17a).

Die beiden letzten Ungleichungen addiere man:

" +1—2rcosg < 36°

2 2 o2
% -1 < 362 < FSI;A:STJHZ aus (12\1
I .
z ES
sl <
o 48-2" "M

22 M 2" 2|c""2l< snc" e —¢ I
Hieraus bekommen wir unter Benutzung von (10a) und (11)

lz—¢f max |f" |< 1F (@O e,

(19) :

ff" dw{< kEF g (0)] 1o — 2

(20)

(z—c)ff”( (2 —w dwl< g (0 e -2
g

Weiterhin folgt aus (13): ||-N < g k
von (10b) und (11)

(21) —1c Ole—tff <= lkc"‘ ‘g (Ol

63

SS und hieraus unter Anwendung
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Die Addition von (19), (20), (21) ergibt nach elementaren Umformungen:

2 [ e—wpawt e —o0] < 1e—a| [ 1) e —wawo+ o) -0
4 ¢

und aus dieser Ungleichung folgt durch partielle Integrationen:

(22) | [ T1w)—f@)aw] < lz—¢l1f(2)— ()1 -
¢
Wir setzen 2* = 2.

) Sei ¢ e <—-2-ﬂ—v—6 6> ;v=1,2,..,k—1. Jetzt betrachte man

die Strahlen ¢, = ¢+n/k und @, = ¢ —7/k. Diese teilen die Ebene in zwei
getrennte Gebiete. Da in dem einen Gebiet der Punkt 2 und in dem anderen
der Punkt { der stetigen Kurve z(¢) liegt, muB sie die Begrenzungslinie, d. h.
einen der Strahlen wenigstens einmal schneiden. Der Schnittpunkt sei 2*.
Dann gilt:

(23) |f[f(w)—f<c)]dwl <\f [F(10) — 1 (2))dwo | +

+| f[f —f)do| 4 |z — 2% f (%) —1(2)] -

Unter Verwendung von 1), 2) oder 3a) bekommen wir

(24) | / [ () —1(©)1dw]| < Ayle*—L]If () —F ()],

(25) If[f #)dw| < Ajlz—2*||f(2) (2%

mit A4, = %(6-2"—+— 4). Diese Verwendung ist erlaubt, weil |2*| < |2* — 2|4 |2]
< 2p fir geniigend kleines é* und weil die Beweise in 1), 2) und
3a) richtig bleiben, wenn man g von vornherein durch /2 ersetzt.
*"
Auflerdem ist im Falle 2* £ 0 argz—z, = j:% und arg%= tp:t;c—t-
Es mufl nun noch der letzte Summand in (23) abgeschitzt werden.
Im Falle z* = 0 sieht man die Ungleichung

(26) 2 —2*| < 2k |2* —{]

wegen (17) und 6 < 1 leicht ein. Im Falle 2* = 0 erhilt man sie folgen-
dermafen: '
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Sei arg{ —argz* = a, argz—arge* = f = 4 w/k. Dann hat man

COSa<COS2T;c <1—k12,
2-4K* L] [2*[cos a < (48— 4) (ICF + 12*[°) + 22| [#*| cos B ,
|2 [P — 202) [2¥] cos f < ARH(ZP 4 |22 —2[c] 1 cosa) ,
le—2*%| < 2kle*—¢).

Das ist wieder die Ungleichung (26). Aus (23) bis (26) folgt:

@0 | [ 1)~ ()]

< (A4 2K)(le —=*|[f (2) f— (") + 12* =L [f (2*) — £ (D)) -

Damit sind alle Fille erschopft. Aus den Ungleichungen (15}, (16),
(18), (22) und (27) folgt die Ungleichung (14) mit A = 4,+ 2k und damit
der Hilfssatz 1.

Man konnte vielleicht vermuten, da8 der Hilfssatz 1 gilt, ohne daB
man die Bedingung (7) vorauszusetzen braucht. Doch laf3t sich hierzu
leicht ein Gegenbeispiel angeben. Man betrachte irgendeine stetige Kurve

(=1

durch die Punkte 2, = ~—- und &, = (1-{—(—1)”)‘./—@: mit y = n, n+1, ..
4

., n+1. Die Zerlegungssumme (9) iiber diese Punkte, gebildet mit dem
Integranden f(z) = 22, divergiert fiir I —oco. Uber dieselben Punkte gebildet,
divergiert dann aber auch die Zerlegungssumme (7).

HivrssaTz 2. Ist die Bedingung (7) fiir jede ausgezeichnete Zerlequngs-
folge erfiillt, so gibt es ein d*, so daf

n zy
~

(9 S 10— fenae] <

v=1

ol ™
~

sobald |1, —1, 1| = 4* ist. Swmmiert wird iiber olle Glieder der Zerlegung.

Beweis. Seien s, 8., ..., 8, @ie Nullstellen von f(z) in . Dann laft
sich nach Hilfssatz 1 fiir * = ¢/4m jedem s; eine Umgebung [z — sy
< o;; und eine Zahl 8; zucrdnen. Wir setzen o = mino; und wihlen 6
s0, daB jz, =2, < o2 fir It,— 7, < 6. Dann gilt fir jedes Zerlegungsinter-
vall entweder |s;—3, ls;—0) <p fir ein gewisses 7 oder |8§;--3),
|85 —Co] = p/2 Tir alle s,

1) |8:—2y|. |8:—Cy] << o fiir ein gewisses 4. Diese Intervalle liegen in
den Umgcbungen der s; und nach Hilfssatz 1ist die Summe (9a), wenn nur
iber dicse Intervalle summiert wird, kleiner als ¢/4, wenn |tp——-r,,1 < o
= mm { i)

Annales Polonici Mathematici XVII ‘ b}
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2) [si—2|, |8¢— &y > p/2 fiir alle 5. Dann gilt (8) in ® und |f'(2)| > d,
wenn z beliebig auf €, jedoch|z—s;| > /2 ist. Nun gibt es ein 6, so
daB |2,—¢y| < @/3L und die Integrationsstrecke g, ¢ ® ist fiir |t, —7,| < 6.
Dann verifiziert man leicht folgende zwei Ungleichungen:

[ 10— wpd| < 217 @ - ol
v

1
2

(s —Cv) cf F(w)(zy—w)dw | < % |1 (Co) (2v — 503,

und diese ergeben nach Addition und Anwendung der Dreiecksunglei-
chung

f'(&) (2o —Cr) + ‘ ' (w) (2y —w)? dw]
Cv

1
2

<lo 5ol 1Nt + [ 17(0) (5r—w) o]
"

woraus durch partielle Integrationen

(28) | [ t70)—f&Ndw| < 16—l [F(20) = F(2)]
CV

folgt. Wegen (7) 1ldBt sich nun auch fiir diese Intervalle die Summe (9a)
kleiner als ¢/4 machen, sobald |4 —7f < &®  ist. Setzen wir noch
6* = min {8} fiir i = 0,1, 2, 3, so ist Hilfssatz 2 bewiesen.

4. Der Cauchysche Integralsatz. Nach diesen Vorbereitungen
kommen wir nun zu

SATz 3 (Cauchyscher Integralsatz). Ist © eine stetige, nicht notwendig
rektifizierbare Kurve, die ganz im Innern eines einfach zusammenhdngenden
und beschrdnkten Regularitdtsbereiches ® der Funktion f(z) wverlduft, so
18t fiir die Existenz von @f f(2)dz notwendig und hinreichend, daf die Bedin-

gung (7) fiir jede ausgezeichnete Zerlequngsfolge erfillt ist. Im Falle der
Euxistenz hingt der Wert des Integrals nur wvon den Endpunkten der
Kurve ab. -

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung (7) ist eine Folge von
Satz 1. Fiir den hinreichenden Teil des Beweises stiitzen wir uns auf
Hilfssatz 2. Durchliuft man die Kurve in umgekehrter Richtung, d. h.
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ersetzt man in (9a) z, durch z,_,, so erhilt man

Zp—1

(9b) ZH [£(20) j(c, ]dwl<

y=1 v

fir |7y —1,-1| < 6**. Es gilt nun

—Zf(C‘l')(zi"_'zv—-l)"l' f]‘('w)dw)

v=1

( J e w]dul+lftf —f | <.

Sp—-1
Dabei sei ¢’ irgendem Polygonzug, der z(a) und 2(b) innerhalb ® ver-
bindet. Die Giiltigkeit des Cauchyschen Integralsatzes fiir Polygone
wurde benutzt. Es folgt, dal}

(29) D)z =2 1)~ [ f(w)dw

y= (O

—

fiir 6*, 6** >0, und Satz 3 ist bewiesen.

Rechnet man die Hilfssidtze mit, so ist der Beweis des hinreichenden
Teils recht miihselig. Er kann wesentlich abgekiirzt werden, wenn man
nur die Unabhéingigkeit des Integrals von der Integrationskurve beweisen
will, die Existenz von f f(2)dz also voraussetzt. Es braucht dann die
Giiltigkeit von (29) nur fiir eine spezielle Zerlegungsfolge gezeigt werden;
doch soll hierauf nicht nidher eingegangen werden.

Aus der Art der Beweisfiilhrung zu Satz 3 hat sich iibrigens ergeben,
daB die Summen (9a) und (9b) und damit die Summe (3) in [1], wenn
sie iiberhaupt konvergieren, notwendig absolut konvergieren. Damit
ist eine in [1] aufgeworfene Frage beantwortet worden.

Fiir Funktionentheoretiker sei erwihnt, da man die im Hilfssatz 1,
Fall 3b) und im Hilfssatz 2, TFall 2) erhaltenen Abschitzungen durch
Entwicklung in eine Taylorreihe noch etwas umformen kann:

: \ - N f(v)(c) =\r+1
cf[f(u)—f(s)]dw=§(v+1),(zfg>f -

Aus (22) bzw. (28) folgt dann

N f"”: gl N0 Ly
"21 <]A=;f p! (z=¢r |-

5*
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Diese Abschitzung gilt gleichmifig in bezug auf 2z und ¢ in dem
Bereich, der durch die Voraussetzungen fiir die Herleitung der Unglei-
chungen (22) und (28) definiert wird.

Durch Satz 3 wird auch noch einmal die Parameterinvarianz von

f f(z)dz fir regulire Integranden bewiesen.
g

5. Das Integrationsverhalten der stetigen Kurven. Wir
wollen nun untersuchen, wovon die Integrierbarkeit einer reguldren
Funktion iiber eine stetige Kurve abhingt, und die stetigen Kurven
beziiglich ihres Integrationsverhaltens klassifizieren.

SATZ 4. Die Iniegrierbarkeil einer reqularen Funktion f(z) iiber eine
stetige Kurve € hingt nur von der Gestalt der Kurve und von Lage und
Ordnung der Nullstellen von f'(z) auf € ab.

Um Satz 4 zu beweisen, zeigen wir zunichst einen Hilfssatz.

HILFsSATZ 3. Sind f(2) und h(z) in einem die Kurve € enthaltenden
Gebiet reguldr und ist f(z) dber & integrierbar, so auch h(z), wenn aus
F(8) = oo = fF(s) = 0, f*(s) £ 0 folgt h'(s) = ... = KV(s) = 0, B*V(s) # 0
mit 1 >k fiir 8 € €, wenn also die Nullstellen von }'(2) auf € auch solche
von k' (2) und zwar von gleicher oder hoherer Ordnung sind.

Zum Beweis von Hilfssatz 3 gehe man shnlich wie beim Beweis des

hinreichenden Teils von Satz 3 vor, ersetze aber die zentrale Unglei-
chung (14) durch die Ungleichung

| [ Th(w) = RGN dw| < Aflze—2211f (20) — F(2)]+ o — ol f (2) — F ()]} -
[<Y

Um diese zu beweisen, wahle man in Hilfssatz 1 ¢ <1 und multipli-
ziere die linken Seiten bestimmter, zum Beweis von (14) fihrender Un-

gleichungen mit |& —s|"™* bzw. |2,—s|'*. Genauso zeigt man anstelle
von (28) die Ungleichung

lf[h (w)—h(&)]dw| < |z —3l F(2) — 1)

wenn |f'(z)| > d in &,.

Aus .Hl]f%di‘? 3 folgt sofort Satz 4.

Hat die Ableitung von f(2) keine Nullstellen auf (,, so folgt aus
Satz 4, dall die DBedingung (7) mit der Bedingung

(30) D422 0
=1 ’

aquivalent ist, weil dann f(z) zugleich mit f,(z) = 2 uber € integrierbar
ist. Fragt man insbesondere nach einer Klasse K von Kurven, iiber die
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beliebige regulire Funktionen integrierbar sind, so sind die Elemente
von K dadurch charakterisiert, da die Bedingung (30) fiir jede aus-
gezeichnete Zerlegungsfolge erfiillt ist. Alle Elemente von K sind stetige
Kurven. Es sei erwihnt, dal z.B. auch die bekannte v. Kochsche Kurve
ein Element von K ist, obwohl sie nicht rektifizierbar ist. Zur weiteren
Diskussion von (30) vergleiche man [1], 3.

Es sind noch Kurven denkbar, iiber die gewisse regulire Funktio-
nen integrierbar sind, andere dagegen nicht. Als Beispiel nehmen wir
die durch :

— <
2(t) = texp(t2) fir oO0<t<1,

0 fir t=0

. 3 1
definierte stetige Kurve ¢,. Wiahlt man t, = ——, »=1,2,3,.., so

}rr
wird |4z, > -2—_ und die Summe (30) divergiert, [ zdz existiert also
. ™ 12

nicht. Es existiert aber [ z2dz.
Cy

Zum Beweis betrachten wir eine Zerlegung des Intervalls <0, 1)
mit 4,1 <t und t,—1,,, < 4. Wir teilen die Indizes » =1, ..., » in drei
Klassen auf. In der ersten Klasse K, liegen alle Indizes #, fiir die 0 <
<t,+1 < p und

1

frl +1

1,
t,l
gilt. Die » seien so numeriert, daB ;;, > »+1 ist. Dann folgt

ty, <lyat-0 < 2)/0

fir d < 1 und auBerdem

entnehmen. Nun ist

A 816 _ o N1 _4 2
1) 1A < Dt < D2 <8y/s Yp <3<

veR, ] ] 1=1
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In der zweiten Indexklasse K, liegen alle Indizes, die

1 1

fv+1 _t_v

(32) <1.

und %,;, < o erfilllen. AuBlerdem sei t,., # 0. Fir diese schatzen wir
folgendermaflen ab:

ty
Iyy

t . tv+l

ty
dz
N<e |5
]Az’l\2,. zdt

und wegen (32)

2] <22

1v+1 g 4tv-+—1 )
v+1

wir erhalten

(33) Zldzflldzvl < 24 Z(t.-tm) \<24(9+a),<§_

veKy veKsy

In die.dritte Indexklasse K, nehmen wir alle v mit #,,, > ¢ und
das v mit {,,, = 0 auf. Dann gilt fiir hinreichend kleines §

(34) Z 4] 4] <5

veKj

Aus (31), (33) und (34) folgt, daBl (7) fiir jede ausgezeichnete Zer-
legungsfolge erfiillt ist. Nach Satz 4 sind nun alle Funktionen mit f'(0)
= 0 iber &, integrierbar, alle anderen Funktionen mit f'(0) % 0 sind
dagegen iiber ¢, nicht intergrierbar. Die Integrierbarkeit von f(z) = 2»
iiber @, ergibt sich iubrigens fiir » > 2 in sehr viel einfacherer Weise als
die von f(2) =22 aus der Abschitzung

: ly
142 <n |

tyt1

z’"‘l@ dt < M(t,—1,1,)

dt
dz M
g =,
dt‘[ S

SchlieBlich soll noch eine Kurve angegeben werden, iiber die keine
einzige regulire Funktion f(2) # const integrierbar ist. Eine solche Kurve
G, wollen wir durch

wegen |zn1-

—2
z't—i—t(sin%) sin(sinft) fir 0<t<1,t ;e%,
z(t) = 1
O fliI‘ t — O, E,

wo k eine natiirliche Zahl bedeutet, definieren.
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¢, ist sogar eine Jordankurve. Wahlt man als Teilpunkte einer

Zerlegung
1 . 2 -
{1, % 40
iy (nalcsm]/(m_'_l)n—!- l) ’
so wird
4
~ J— 2 --Z 2
,1‘,_!_1 z'l 2[9{(277%-1 ')] 2(21__‘_1)2(21,_{_3)7;’

und man erkennt wie bei der Kurve ¢, an der Stelle ¢t = 0, dall f'(z) an
den Stellen 1/21, I =1, 2, ... verschwinden mul}, damit die Bedingung (7)
erfiillbar, f(z) also iiber ¢, integrierbar ist. Daraus folgt, dafl f(z) not-

wendig eine Konstante ist. .

§ 2. Reelle Stieltjes-Integrale

1. Notwendige Bedingungen fiir die Existenz und ihre
Aquivalenz. Wir wollen uns jetzt reellen Stieltjes-Integralen der Form

b
(35) [ 7(t)yag (e

zuwenden. Man priift leicht nach, dafl alle Schliisse, die zur Ableitung
der notwendigen Bedingung (7) gefithrt haben, sich auch auf Integrale
der Form (35) anwenden lassen.

SATZ 5. Fiir die Existenz von (335) ist motwendig, daf fiir jede aus-
gezeichnete Zerlequngsfolge

(36) - D 141 (t) Ag ()| >0

r=1
erfullt ist.

Es soll nun untersucht werden, ob die Bedingung (36) unter ge-
wissen Voraussetzungen auch hinreichend fiir die Existenz von (35) ist.
Vorher wollen wir aber noch drei mit (36) dquivalente Bedingungen
herleiten. Dazu beweisen wir zundchst eine Ungleichung:

n

(37) - S mdg(w)i <3 3 14§(t) dglt)1+ 7
wobei m, = m(t, t,_1) = sup |f(t')—f(t"’)] die Schwankung von f(#)

tya<t,t”" <ty
in <{t,_,, %> bedeutet und wobei die linke Summe iiber eine beliebige
Zerlegung von <a,b) in n Teilintervalle und die rechte Summe iiber
eine Verfeinerung dieser Zerlegung zu erstrecken ist. Dabei wollen wir
in dieser und in der folgenden Nummer stets voraussetzen, daf die
Funktionen f(t) und ¢(¢) beschridnkt sind.
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Beweis. Sei eine Zerlegung des Intervalls (a, b, in n Teilintervalle
vorgelegt. Sollten etwa alle [A4g(t))) = 0 sein, so wird (37) trivial. Wir

n
konnen also ' [4g(ty)! # 0 annehmen und in jedem Teilintervall Punkte

r=1

t,, &, so finden, daB ¢, <t,’ und

« 1
my— f(8) = ()] < — = ——

n
n Z 1Ay (t)!
v=1 _
woraus folgt, dall

n

(38) i Zm,,‘ lg(ty); < Z ) ) 1 Ag(ty)] +—.

y=1

Um (37) zu erhalten, brauchen wir nur noch einen beliebigen Summan-

den [f(t))—f(1,)!i1¢g(t,)| abzuschidtzen. Zu diesem Zweck werden wieder
vier Fialle unterschieden:

1. Fall:
?'V r)—f('“ l < ]f(tv) ]‘( u’-)’
3lf (1) —flt) <) = f(5)] .

Dann folgt unter Anwendung der Dreiecksungleichung

(39) () —F(t) 1 Ag(t,)] < 31Af (1) |Ag(1,)!
2. Fall:
3if(t,) —f(t)

I
it ) — ()} <

=

U(f:) _f t;)l ’
F) =t

Jetzt hat man

) —J (6] <3l 1) —f (1)

und somit
(40) lf(f")—f(t‘)ll/—'q( v)!
< 3lf(t,) —f( f”)l[g( t, O 3If() f(f---ﬂllg(ﬁ:)_!l(fs-l)i .

3. Fall:
3if(t,) —f (&) l < |f(t ) —f!,
3, ) —F) = f(6) —f(L): .

Man erhélt analog zum 2. Fall (t,—1t,_,, 1, &)

(41)  f() =) Ag ()]
< 3ty —f(E)lig(f, )+ 31 {t) —F(t, )l lg(t) —g (1, 1)1 -
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4. Fall:
3lf(t)—f(1)]
3lf(t,—1) —f(1;)]

=
=

@) =1,
i) —f ).

Diesmal ergibt sich

(42) @) —1@)1Ag )] < 3lf () —FE) g () —9 ()| +
+ 3l () —F (&) 1g(&) — g (&) + 3If (1) — F(L,—)l g (&) — g (t-1)] -

Aus (38)-(42) folgt die Ungleichung (37) und damit

SATZ 6. Ist die Bedingung (36) fiir jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge
erfillt, so gilt auch

(43) Z'm, Ag (1)} 0

y=1

fiir jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge und wmgekehrt.
In Satz 6 kann man natiirlich (43) durch

(13a) D ml Af ()| >0
p=1

ersetzen, wobein, = n(ty, ,.,) = sup |g(t')—g(t"’)| wieder die Schwan-
tr-[(t’,t”(lv

kung von ¢(¢) in <{t,_,,t,) ist.

Im Unterschied zur Bedingung (36) sind (43) bzw. (43a) nicht sym-
metrisch in bezug auf ¢ und f. Wir wollen deshalb noch eine symme-
trische und mit (36) dquivalente Bedlngung angeben.

SATZ 6a. Ist die Bedingung (36) fir jede ausgezeichnete Zerlegungs-
folge erfiillt, so gilt auch

(44) Z’mv’ﬂv -0
y=1

fiir jede ausgezeichnete Zerlequngsfolge und wmgekehrt.

Der Beweis von (44) stiitzt sich wieder auf eine mit (37) sehr ver-
wandte Ungleichung

me, 32% Ag ty) |+~

r=1

die sich ihrerseits ganz analog wie (37) beweisen 1a8t; man mufl nur
die dort in den Fillen 2-4 verwandte Dreiecksungleichung beziiglich
g(t) durch eine adhnlich einfache Ungleichung

m(4, C) <m(4, B)+m(B, 0)
ersetzen.
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Man konnte vielleicht annehmen, dafl im Falle differenzierbarer
Funktionen f() und g(f) die Bedingung (36) mit der Bedingung

n
D If ()9’ (zs)|4t; —~0 bei beliebiger Zwischenstelle 7, dquivalent ist. Das

pm=]
Beispiel f(t) = 't und ¢g(t) =t; a = @, b = 1 iiberzeugt uns aber davon,
daB dies nicht der Fall ist.

Eine einfache Anwendung von Satz 6 ist

SATz 7. Ewmistieren [f(t)dg(t) wnd [f(t)dg(t), so existiert auch
a b

c
f f()dg(t), wenn gleichzeitig (43) fiir jede ausgezewhnete Zerlegungsfolge

des Intervalls <a,c¢)> gilt.
Beweis. Sei 3 eine Zerlegung von {(a,c¢) mit é als Mfuumum der

Teilintervallinge. Der Teilungspunkt b falle in das ¢-te Intervall (¢,_., f;>.
Dann gilt

| X 1wt gt 1]—fft)dg ff (tydg ()|
_ b
< Z Fm)[g(t) —g ()] +F(B)[g (8) ~g ()] — [ F()Ag(t)| +

+| X 1 lglt) =gt 1+ BV g () —g (0)]— [ Ft)dg(n)] +
b

p=i+1
+ 1 (m) —f ()] g (ts) —g (t:—1)|
und hieraus folgt die Behauptung

n b ¢
D@ lgt) - g1~ [ fdg) + [ 1(t)dg(t)
v=1 a b
Die Sitze 6 und 7 lassen sich iibrigens wortwortlich auf komplexe
Kurvenintegrale iibertragen.

2. Der Fall monotoner Belegungsfunktionen. Smirnow kommt
in [3], I3 Satz 4 zu dem Resultat, dal die Bedingung (44) fiir im wei-
teren Sinne monotone Funktionen ¢(t) notwendig und hinreichend fiir
die Existenz von (35) ist. Zusammen mit Satz 6a und Satz 7 folgt
hieraus

Satz 8. Zerfdallt das Intervall <{a,b) in endlich viele Intervalle, in
denen f(t) oder g(t) monoton ist, und sind f(t) und ¢(t) in <{a, b) beschrdnkt,
so st fir die Existenz von (35) notwendig und hinreichend, daf (36) (oder
(44)) fiur jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge erfiillt ist.
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Interessant ist der Fall g(t) = {. Wir erhalten dann aus Satz 8

SATZ 9 (Integrabilitdtskriterium). Die beschrankte Funktion f(t) ist
iiber <{a,b) genau dann im Riemannschen Sinne integrierbar, wenn

n
N 141 (1) Aty] >0
y=1
fiir jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge von {a, b).

Fir eine monotone und stetige Belegungsfunktion wollen wir noch
eine mit (44) dquivalente Bedingung angeben.

SATZ 10. I8t die Bedingung (44) fiir irgendeine Zerlequngsfolge {3}
erfillt, so auch fiir jede ausgezeichnete Zerlequngsfolge {3.}, sofern g(t)
monoton und stetig ist. (Es muB natiirlich [f(?)] < M sein, wie wir voraus-
gesetzt haben.)

Beweis. Nach Voraussetzung 146t sich ein 3 so finden, daB die Zer-
legungssumme (44) iber 3 kleiner als ¢/2 wird. Fiigen wir zu 3 die Teil-
punkte von 3, hinzu, so moge 3. entstehen. Bei der Weiterteilung von
3 zu 3 verkleinert sich (44). Lassen wir in 3 alle k¥ Teilpunkte von 3
weg, so entsteht 3, und (44) vergrofert sich hochstens um 2kMé < ¢/2,
wenn 4 = max|g(f,) —¢(f,~1)| hinreichend klein ist. Die Summe (44) kon-
vergiert also auch fir {3,).

Wir wollen durch zwei Beispiele zeigen, dal man die Monotonie
und Stetigkeit von ¢(¢) in Satz 10 nicht entbehren kann. Seien zunéchst

Lo ) .
- — <
ft) = t{ smt]-i—sm” fir 0<t<1,
0 fir t=0,
.om. T\ )
tl smf~sm— fir 0<t«1
gty =1 T tf ’
0 far t=20.

f(t) und ¢(t) sind stetig in <0, 1), aber nicht monoton. Fithrt man durch
th=1, th1 =3, .., t, = 1/n, t,= 0 eine Zerlegungsfolge ein, so strebt
(44) gegen Null fiir » gegen Unendlich. Betrachtet man dagegen %, %, ...,
2/2n+1 als Teilpunkte, so divergiert (44).

Im zweiten Beispiel setzen wir

0 fir 0<t<1, ]0 fir 0<t<1,
() = ) P g(t) = )
1 fir 1<<1<2, [1 fuir 1<t<2.

Die Funktionen f(t) und g(t) sind beide monoton, haben aber in t =1
eine gemeinsame Unstetigkeitsstelle. Daher ist (44) nur fiir solche Zer-
legungsfolgen erfiillt, deren Elemente 1 als Teilpunkt enthalten. Das
letzte Beispiel zeigt zugleich, da bei unstetiger Belegungsfunktion g(t}
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die obere Grenze der Untersummen und die untere Grenze der Obher-
summen iibereinstimmen konnen, ohne dafl (35) existiert, wiahrend dies
nach Satz 10 und [3], 13, Satz 3 bei stetiger und monotoner Belegungs-
funktion unméglich ist.

3. Eine Substitutionsregel fiir Stieltjes-Integrale. Wir
wollen nun fiir eine zweite Klasse von Stieltjes-Integralen zeigen, daf
die Bedingung (36) fiir die Existenz von (33) hinreichend ist. Wir setzen
voraus, dal f eine Funktion von ¢ ist. Dann gilt ein mit Satz 3 ver-
wandter _

SATz 11 (Substitutionsregel). Ist ¢(t) stetig (oder f(g) monoton), so

b
ist fiir die Existenz von [ f(g(t)) dg(t) notwendig und hinreichend, daf (36)

fiir jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge erfillt ist. Im Falle der Existenz ist

o)

b
(45) [ flgw)dgy = [ figrag,

g(a)

wobei das rechte Integral als gewdohnliches Riemanmnsches Integral aufzu-
fassen ist. Die Existenz des rechten Integrals folgt aus der des linken.

Wegen Satz 7 braucht wieder nur der hinreichende Teil gezeigt
werden. Sei zunichst g(t) stetig. Aus (36) folgt, daB [f(t)] < M ist. Wei-
terhin garantiert uns (36) die Existenz des in (45) rechts stehenden Rie-
mannschen Integrals. Zum Nachweis der Existenz geniigt es nach Satz 8,
fiir jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge die Konvergenz von

n

(46) D17 (99) =1 (G0-1))(gs —gv-1)]

=1

gegen Null zu zeigen. Nach Voraussetzung 1at sich eine Zahl 4 so an-
geben, dal

(47) D7 {g) —Hots-))] 19 (8) — g (to2)| < &2
v=1

ausfillt fir |¢,—f,_,| < 4. Dann werde die Zerlegung des Intervalls
{g(a), g(b)> so fein gewahlt, daf '

ed

(48) |gv'_gv—ll < m .

Wegen der Stetigkeit von g¢(¢) lassen sich Punkte t, so finden, daf
1
F]
diese Intervalle ist die Summe (46) wegen (48) kleiner als ¢/2. Fir die
restlichen Intervalle mit |t,—t,_,! < 6 ist wegen (47) die Summe (46)
kleiner als ¢/2. Das rechte Integral in (45) existiert also. Wir zeigen

¢» = g(t,) und fiir hochstens [ (b—a)] yntervalleA |ty —t,—1] > 6 ist. Fir
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jetzt die Existenz des linken Integrals und die Giiltigkeit von Glei-
chung (45):

> g(ty)
| litoetow —swn- [ so
n o(ty) a(ty)
< ;H (f) [1{g(w)) — 7(9)) dg| + | U{) [1g(z) — 7)) dgl}

<{m(ty, ©)|g(b) — g ()| +m(rs, t, 1)1 g(ry) —g (1, 1)1} .

Die letzte Abschiatzung folgt wieder aus der Giiltigkeit des Zwischen-
wertsatzes fiir die stetige Funktion g¢(¢). Durch Anwendung von Satz 6
erhalten wir dann Satz 11.

Ist f(g) monoton, so ist die Existenz des rechten Integrals kiar,
die Existenz des linken Integrals folgt wie oben aus der Existenz des
rechten, wenn wir m({,, 7,) durch ’f(g(t,))— f(g(r,))} ersetzen.

Wie man bemerkt, wurde die Stetigkeit von g(f) beim DBeweis
nicht voll ausgenutzt, es wurde nur der Zwischenwertsatz ver-
wendet. Es gibt aber Funktionen, die dem Zwischenwertsatz ge-
niigen, ohne stetig zu sein. Man konnte also die Voraussetzungen von
Satz 11 noch etwas abschwichen. Dagegen ist die Vermutung falsch,
daB es nach Satz 7 geniigt, f(g) als stiickweise monoton oder g(t) als
stiickweise stetig vorauszusetzen. Man braucht nur folgendes Beispiel
zu betrachten:

) / 0 fir 0<t<l,
jlg) =sm g und - git) = { r fir 1<t<2.
2
Es ist ff(g(t))dg(t) = 0, dagegen
’ 9(2) I
f flg)dg = f singdg = 2.
() 0
Man konnte die Funktion f(g) mit f(0) = f(=) sogar so definieren, daf
das Riemann-Integral iiber <0, w) nicht einmal existiert.
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