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Sur la construction de la solution fondamentale
principale pour I’équation du type parabolique

par J. CHABROWSKI (Katowice)

La présente communication contient la construction de la solution
fondamentale principale pour 1’équation linéaire parabolique. La solution
fondamentale dite principale est connue dans la théorie des équations
elliptiques [6] et {8]. Dans le cas des équations paraboliques ce probldme
2 été traitd dans la note [2], ol le r6le de la solution fondamentale est
joué par une mesure borélienne dépendant de point de l’espace-temps.
La solution que nous construirons ici sera la densité de cette mesure.

1. Introduisons d’abord quelques définitions et hypothéses. Dans
la suite, F, désigne 'espace & n dimensions et 7, démgne I’espace-temps
34 (n—+1) dimensions.

Nous considérons 'opératenr parabolique linéaire

(1) Lu = ¢21 ay(t, aa)umi),h,,-i-z;| bi(t, @) Ug, 4 ¢(t, @)U —uy,

gn
dont les coefficients sont définie dans tout Yespace-temps ... Les
coefficients de l'opérateur L sont supposés soumis aux hypotheéses sui-
vantes:

oa ob;
I. Les coefficients a,, 6:: byy— P ¢ sont bornés et holderiens par
1 !
rapport aux variables (¢, #) dans F,,, et de plus
ab, t fv
(2) R 2 Vo,
— pour (t, v)el,,
(2" ety 2) < —d

o d cst une constante positive.
IT. Il existe ces constantes positives » et u telles que

n

IEPS D) ay(t, m) & < plE (ay = ay)

4,7=1
pour tout vecteur & = (&,,...,§,) et (¢}, 2)el, .
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Dang la suite il sera commode d’introduire une certaine classe de
fonetions non bornées. Une fonction g(t, w) est dite de classe H(M, p)
dans Vespace-temps H, ., (M et p étant des constantes positives) lorsque

l9(t, @) < Mexpp (D) [+ 1))
1=1

pour (3, w)eH, .
Posons

H(ty @, p) = coshpt [ [ coshpa,.

i=1

11 est évident qu’il existe un nombre p, > 0, le plus grand et unique,
tel que & chaque 0 < p < p, on peut faire correspondre un nombre a > 0
tel que LH < —ceH dans B, ..

Cette propriété de ’opérateur I permet d’introduire la classe sui-
vante de fonctions:

B ={g(t,s)eB(M,p); 0 <p < pyy M>0}.

Une fonction Z (¢, ¢; 7, y) définie pour z, yeF, et —co <1<t < o0
est dite solution fondamentale principale de 1’équation Lu = 0 lorsqu’elle
satisfait aux deux conditions suivantes:

1° Z(t, »;1,y), en tant que fonction de (¢, #) pour chaque point
tixé (v,y)eH,,,, posséde des dérivées Zzi,Za,izj (4,7 =1,...,m) et Z;
continues dans (z, 4+ oo) X E,, et elle y satisfait & 1’équation LZ = 0.

2° Bi f est une fonction bornée et localement hélderienne par rapport
aux variables (¢, z)eH, ., alors

4
L[ [ @ [20,057, 9, y)dy] = —fit, @)
—oo By,

pour tout (f, x)eH,,,.

THEOREME 1. Les hypothéses I et I étant satisfaites, il existe une
solution fondamentale principale de Uéquation Lu = 0 définiec pour z, y B,
et —oo <1<t oo, Cette solution posséde les propriétés suivantes:

(3) [z, 257, y)dy <1 powr wel,, —c0 <1<t < o0,
En

fZ(t,m;r,y)dwgl pour yek,, —co <t <1< o0,
E

7n

(4) 0<Z(t,m57,y)<k{E—1)"™  pour ¢,yeB,, —oo <1< i<oo,
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ot k est une oconstante positive el, de plus, Uintégrale

Fi
[ [2(t,0;7,9)f(, y)dy
—00 I,
pour la fonction holderienne f de classe B constitue la solution de Dégquation
Lu = f dans H, ., appartenant & la méme classe H.

Démonstration. La démonstration est strictement analogue & celle
du théoréme I dans [1]. v_

Soit D,, = {(—m <t < m) X (|¢|] < m)} pour m =1, 2,... Dégignons
par @, (i, z; 7, y) la fonction de Green pour I’équation Lu = 0 et pour
le cylindre .D,, (voir [4], p. 81). On sait qu’elle I’esli aussi par rapport
aux variables (z, ) pour l’équation adjointe, qui prend la forme

n

L*’u = 2 [aﬁ(‘rf y)'vﬂj]Vi—Z [bi(f, ‘y)'v]yi—l—c(-t’ y)rv_l_;vf =0,

1,j=1 1=l

En appliquant le principe d’extremum, il est facile de vérifier que

(B) f G.(tyz;7,y)dy <1 pour |z|<m et —m<r<iK<m,
|y <

(6) [ Gutyo57,9)do<1  pour |yl <m et —m <7 <i< M.
vl <m

Observons que Gy ot @, ., satisfont aux conditions suivantes
1

Ll- far [ @utt, 257, 9)f(v, v)dy +
—m lvl<m
¢
+ [ @ [ Gunlt, o7, 90)f(,9ay] =0
—(m+1) | <m+1
pour (¢, z)eD,, et

t
lim [— f-dT me(t:w;T;?/)f(T"y)dy'l‘

t,2)—(8,¢) —-m ly|<m

8,8)60.0,,
t

+ [ [ Gl o7, 9)f(z, y)dy] >0,

—(m+1) {yl<m+1
ou 9D,, désigne la frontidre parabolique et f est une fonction hlderienne
a support borné dans D,,; en vertu du principe d’extremum nous avons
Gt (b, 25 7,Y) = Gt @5 1,y) pour (¢, z)eDy,.
En posant @, (% v;7,y) = 0 pour || ou |y =m,t>met 1< —m
on a
0< Gyt 257,9) < Ge(t,257,9) < ... <@, 7, Y) S G (G 257, 9) <o
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pour tous z,yek, of —oo <71 <t< 400, d’olt résulte que la suite
G, (t, w; T, y) converge presque partout vers une limite Z(t, w; 7, y) qui
est finie presque partout. Pour démontrer I’inégalité (3), on peut utiliser
la méthode employée par Nash dans son travail [7], & savoir; (7, y)eB,
étant un point fixé arbitrairement, posons

(1) = [ Gu(t,m57,yPdn  pour v< ¢,

|zl <m

oi m est choisi de fagon que |y| < m. Alors

d 0
—B() =2 f G 57 O 0
|| <m
Z" o | 0@ Z" 06
m m
= e ¥ R / 3 d *
2 f Gml: 65&;; (a'w' awi ) + b'l 6-’.0‘ +0Gm,:| v
lzj<m 1,§=1 . . g=1
, . 0 0 .
Les fonctions &,, et p G, = (— Gpy ooy — @) sont continues
Oz, oz,

pour |z <m et —m <t <?{<m; en outre on a G, = 0 pour |z| = m
(voir [4]). Par conséquent, en vertu du théoréme de Green,

d & 86, 3G, 1\ ok
amw=2 [[ e gmie ifo-g V) et]a

|®| <m 4, f=1 g=]

D’aprés les hypothéses I et II on a

(7) 2 < —o fleGdew.
dt |z|<m
La fonction @,, appartient & la classe W' (|z| < m) (voir [8], p. 14)
ot elle est continue pour || < m et G, = 0 pour |x| = m; par conséquent
Gr Wy (|| < m). Puisque G,, =0 pour |z|>m on a G, <Wy(H,). 11
résulte de l'inégalité de Nirenberg (voir [5], p. 79, théordme 2.2) que

®) [ (@n)de

|z| <m
4
<B( [ 10eGupaaf i [ GuasfTep( [ ip.Guldo],
| <m 1| <m )2

ou f# est une constante dépendant de n. Les inégalités (7) et (8) entrainent

4v

d —2,‘ ~.
E [E™ ()]~ > W-
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On sait que lim F™(f) = +oo (voir [4]); en intégrant donec dans

| =

(z, 1) on trouve

nﬂ /2
Q [ Gults o, pdo<p () (—n)
| <m 4
et pareillement, en profitant de I’équation L*G,, = 0 par rapport aux
variables (z,y), on obhtient

. ﬁn nfe
(10) f G”,(t,m;r,y)zdyéﬂ.(?) (t—7)™  pour > .

vl <m

D’une part les fonctions @, satisfont &4 l’identité de Kolmogorov

i+ i+
(11) Gn(tyz;7,¥) = f Gy (t: 3 5 7 z) Gm(—"z_; 237, y) dz

|8l <m

pour |z|, |y <m et —m <7 <ig<m. Dautre part, en appliquant
Pinégalité de Schwarz, on conclut de (9) et (10) que

(12) Gy (b, @5 7, 4) < Tt —7) "

Remarquons que la constante k¥ dans la derniére inégalité ne dépend
pas de m. Le passage & la limite dans (5), (6) et (12) conduit aux inégalités
(3) et (4).

Il reste a4 prouver que Z est une solution fondamentale. Soient
(t, ¥)eB, ., un point fixé et D un domaine borné arbitraire contenu dans
(zy +o00) X B,. Choisissons un domaine borné B tel que D c B c B < (,
+oo)X B, On a |y| <m et B < D, pour m suffisamment grand; en
outre LG, =0 pour (¢, w)eB et

Gty @; 7, ) < k[min (t—7)]"
()3

Les estimations intérieures de Schaunder et Friedman (vqir [4], p. 64)

permettent de choisir une suite @g, qui converge uniformément vers Z
2

- 0
awiam (¢,j=1,...,n) ot B Il est

évident que LZ = 0, mais en vertu de la convergence monotone de toute
la guite @, vers Z on a Z =% donc LZ = 0 pour (¢, @)e(r, X 00) X H,,.

Soit f une fonction holderienne de classe (M, p). Soient -u,, (¢, »)
les solutions du probléme

dans D avec ses dérivées

(13) Lw, =f pour (t,2)eD,,, u,(t x) =0 pour (¢, z)edD,,.

On sait que la solution u,, peut étre exprimée par la formule
t

Un(t, @) = — [dv [ G, @57, 9)f(7,y)dy.

—m |l <m
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Tl résulte du théoréme 3 de [3] que la suite u, converge presque
uniformément vers une fonction % de classe H(M,,p,;) et satisfaisant
4 Péquation Lu = fdans H,,, 00 0 < p < p, < p, et M, est une constante
positive. Il est clair que

w(t, r) = — fdv: th w; v, Y)f(z,y)dy.

—00 m

Remarque 1. Il résulte de (11) que la solution fondamentale
Z(t, 057, y) satisfait & l'identité de Kolmogorov — Chapman

Z(ty @57, 9) = [ 20, 058,2)Z(s,2; 7,y)dz,
E,

ol — <L T<8s<t<< + .,

Remarque 2. 11 est aisé de voir que Z (i, »; 7, y), en tant que fonction
de (7, y) pour chaque point fixé (¢, 2) ¢, ,, satisfait 3 I'équation adjointe
L'z =

Remarque 3. Si f est une fonction holderienne de classe H (M, p),
la solution de l'équation Lu = f appartient.a la classe E(M,, p), oix M,
est une constante positive dépendant de M et des coefficients de 1’opérateunr
L.

Dans ce but introduisons les fonctions auxiliaires
'u'm(ta 05') = 'Dm(t; QI) H(t, @, p):

ou u, sont les solutions du probléme (13). Par un simple calcul nous
vérifions que la fonction v, satisfait & 1’'dquation

. Ha, LH f
L, = 'Lf?)mm )z]'*‘Z( i 22 @y H?) _H-_' Vi — Vi =’E
2 1—1 1=1 fe=1
‘et de plus itk < 2"M'M dans F,,,; il résulte donc du principe d’ex-

n+1

fremum que |9,,| < . Il est clair que la dernifre inégalité permet

de prouver que la solution u appartient & la classe E(M,, p).

2. Nous allons maintenant considérer 1’opérateur (1) sous des hypo-
théses plus faibles que dans section 1.

On admet les hypothéses I et IT en y remplacant ’inégalité (2) par
la condition suivante:

Pour un #, est vérifiée l'inégalité
e(tyz)< —d pour i< ty, xeH, (d une constante positive),

(14) > ot
o(t, 2y K pour ¢t >1i,,xek,, ol K est une constante.
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Posons
2(t, ) = H(t, @, P) [w(t)‘P(t)Q'l'l];
ol
1 pour t> 1,

p(t) =

0< p(t)< 1, ¢ appartient & la classe O° et
w(t) = exp[M(t—t,)], M>0.

On peut vérifier que la fonction z(¢, @) satisfait aux conditions ([3],
théoréme 5)

1° 2(¢, @) > 0 pour (I, w)el,,,,
2° 2(t, ») appartient & la classe O*(H,.,) et Le << —=z dans H, .,
3° lim #(f, @) = oo, Ot #* = )_',‘mﬁ-i-tz.
7—+00 i=l
Il est évident que la fonetion
u(t, @)
#(t, =)

’D(t, w) =

satisfait & 1’équation

Iy = 2 (@43z,) ”f-l_Z( t+22 ay; )vxi+£—-—v, = 2 ' Lu.

1,fe=1l Ze=l *

Il est clair que Lu = 0 dans F, ., si et seulement.si Iv =0. 8i
Z (¢, w;7,y) est une solution fondamentale de 1'équation Iv = 0, la
fonction
2(t,»
2(7,Y)

est solution fondamentale de 1'équation Lu = 0. Puisque Lz < —=2 ot
que les coefficients satisfont aux hypothéses I et II du section 1, le théoréme
suivant est une conséquence immédiate du théoréme 1.

TetoREME 2. Les hypothéses I et I1 étant satisfaites (avec la modifi-
cation (14)), 4l existe une solution fondamentale de Véquation Lu = 0 et
elle est dommée par la formule

Z(t,057,9) = Z(t Dy 7Ty Y)

2(t,

Z(t,@57,9) = e y)

Z(t Z;7,Y)

pour (i, x), (r,y)el,,, (v <t), ol Z est ume solution fondameniale de
Véquation Lu = 0.
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Remarque 4. L’inégalité (2') est assez essentielle. Si ¢ est non
négatif 1’équation Lz = 0 ne posséde pas de solution fondamentale
principale et non négative.

En supposant qu'il existe une solution fondamentale non négative Z
on a

n n 1
(15) Z(aif’vmj)mt + 2 b'ilva:i ) vy

=1 )
o] =]

—f+o [as fzmw—% [ @ [ zpay—1
B, By

—00

pour toute fonction hélderienne et bornée f, ou

t
v(t,x) = — f dr fZ(t,w;n@l)f(f,y)dy+6

—00 K,

et § est une constante positive. Si f > 1 dans B, , alors le second membre
de I’dgalité (15) est non négatif. Il résulte du théoréme 1 de [2] .que

¢
[ [ 2,257, 9)f(r,y)dy> 6 dans B,,,,
En

—D0

done

t
[ @ [ 20,057, 9)f(v,y)dy = +oo,
—o0 E,

ce qui est impossible.

3. La solution fondamentale qui vient d’étre construite est un pro-
longement de la solution fondamentale du probléme de Cauchy.

Soit Hy g, = (T1, T]X B, (ot —7 < T, Ty < 4 o00). Désignons par
I'(t, »; 7, y) la solution fondamentale du probléme de Cauchy dans cette
couche.

TueoriEME 3. Sous les hypothéses I et II (ow bien sous Vhypothése 11
avee la modification (14)) on a:

(16) Z(t,w;v,y) =I'(t,@;7,9)

pour (1, ), (7, %) ‘HTI.Tz (v < ).
Démonstration. Soit f une fonction holderienne, bornée et 4 support
borné contenu dans Hp r,. D'une part, I'intégrale

t
vi(ty2) = — [dv [ I't,257,9)f(x, y)dy

T 1 E'n.
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constitue la solution de 1’équation Lu = f satisfaisant & la condition
initiale lim v, (¢, #) = 0 pour z<E,. D’autre part la fonction

=1 1

t
Vo(t, @) = — fd" fZ(t,m;r,y)f(-c,w)dy
B

—00 '

satisfait aussi & 1’équation Lu = f et

v(ty®) =0 pour ¢t Ty, weH,.

En vertu de l'unicité de la selution du probléme de Cauchy on a

14 !
[ae [Ity2570,9f(9dy = [ [Z(¢, 030,9)f(,y)dy
J —00 &,

T, Iy

pour (t, »)eHq r,, d’ol résulte 1'égalité (16).
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