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Résumé. Soit le probléme variationnel défini par la fonetionnelle

J () = fTL(z, a(t), o(t— 1), &(2), $(t— 1))dt.
St ’
Lt, @y, @y, &, &) = L(t, 9(2,; ), Ty, (Dy9) (735 a) &y, &)
= L(t, 3, @(@y; 0), &, (D19) (%5 0) &),
ol @ est un groupe de Lie, alors F, définie par
Ft,z, &, ¢) = [(DyL)(t, @, c(t— 1), £, é(t—1)) +
F(DsD)(1+1, e(t+1), 7, 6¢+1), £)] (Do) (@; 0),

est une intégrale premiére des équations d’Euler-Lagrange pour tout z dans I'algébre
de Lie du groupe. _

On obtient un résultat analogue pour le probléme défini par J(z) = } Jx(z),
k

T r
Tr@ = { oo [ Dp(ty, -oos tr, ®(t), -, B(k), B, -, B(ER)) Ay ... Bl
to to

1. Introduction. Les problémes variationnels & arguments déplacés
conduisent a des équations d’Euler-Lagrange qui sont bien étranges et
pour lesquelles il n’y a pas encore de théorie générale. C’est pourquoi
toute nouvelle information concernant les propriétés de ces équations
peut présenter un certain intérét. Dans ce travail nous étudions la possi-
bilité de prouver pour ces problémes des théorémes du type de Noether.

2. Théoréme de Noether pour le probléme variationnel a retard.
Considérons la fonctionnelle

T
J(@) = [ Lt, z(t), a(t—1), (1), 4(t—1))dt.
t
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Les équations d’Euler-Lagrange correspondantes sont

%[(D,,L)(t, w(t), x(t—1), &(t), 2(t— 1)) +
+(DsL)(t+1, 2(t+1), 2(2), #(t+1), 2(t))]
= (DzL)(t, z(t), z(t—1), 2(1), a‘:(t—l)) +
(D L) (t+1, #(t+1), m(t), (1), &(t))

avec la convention que L et ses dérivées sont supposées nulles pour ¢ > T';
D, est la dérivée par rapport aux arguments qui occupent la position k.

Nous allons supposer que L est invariante par rapport & 1’action
d’un groupe de transformations ¢(z; a) dans le sens suivant:

L(t, @y @gy &4y &) = L(t’ @(®1; @), Ty, (Dy@p)(®y; a) by, 52)
= L(t, @y @(@25 @), &1, (D19) (@25 @) 52)-

Nous allons considérer une famille & un parameétre de telles trans-
formations; soient

L(e) = L{t; o(2:; a(e)), @2, (D19) (@15 a(e)) &1, &)y
lo(e) = L(t, a1, p(me; a(e)), &1, (D19)(ma; a(e)) &y).

L’invariance de L montre que les fonctions I, et I, sont constantes, done
en particulier 1;(0) = 1;(0) = 0.
Supposant que «(0) = 0, ¢(x; 0) = #, nous obtenons

(Do L) () @1y @3y &1y £3)(Dag)(@y; 0)a’ (0)+
+(DL)(F, @1y Bp5 &1y £2) (D1 Dyo) (215 0)a’(0)§, =0,
(D3 L) (2, @1y @2y &1y £2) (Do) (@25 0)a’(0)+
H(D; L) (8, %15 Tay &1y E2) (D1 Dy} (@25 0)a’'(0)E; = 0. .
Il s’ensuit que
[(D.I)(t, 2(t), ®(t—1), &(t), (2 —1))+
+ (D L)t 41, 2(t+1), 2(t), (1 +1), 2(8))|(D.0) (2(t); 0)a’(0)+
+[(DI)(t, 2(t), (t—1), &(t), (I —1))+
+(DsI)(t+1, a(t+1), @(t), é(t+1), &) (D, Dag) (@(1); 0)a (0)é(2) = 0
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et, en tenant compte des équations d’Euler-Lagrange, on déduit que
d . .
{dt[DL(t z(t), 2(t—1), (1), 2(t—1))+
HDD)(E4+1, 5(t4+1), 50, 60+ 1), )]} (Dao)((0; 0)a'(0)+
+[(D, L), (1), 2(¢—1), &(2), & —1))+
: : d ,
+(Ds D)+ Do +1), 2(1), @t +1), dO)] - [(Dap)(2(1); 0)a’(0)] = 0
ce qui montre que si z est une solution des équations d’Euler-Lagrange,
la fonction
t I—>(D4L)(t, z(t), z(t—1), 2(1), d}(t—l))‘F
+(Ds L) (t 41, 2(t+1), 2(t), #(t+1), &(2))(Da9)(2(t); 0)a’(0)
est constante, ou bien que la.fonetion ¢

te> B¢, o(t), £(2), 2(-))
ou
det

F(t,z, & 0) = [(D4L)(t7 z,e(t—1), &, é(t_'l))'l‘
+ (D L) (t+1, ¢(t+1), @, 6(t+1), &)] (D) (x; 0)a’(0)

est constante pour toute solution z des équations d’Euler-Lagrange.
Donc’ F est une intégrale premiére de ces équations et & chaque famille
4 un parameétre de transformations du groupe considéré correspondra une
telle intégrale premiére. C’est justement le théoréme de Noether.

Pour les applications il y aura lieu de considérer une extension au
cas de ,,l’invariance infinitésimale” [2], notamment & la situation ol
I’on peut trouver une fonction n telle que

(Do L) (2 @y gy &1y Ea)n(@1) +(DyL) (2, &1, 225 &1y &) (D) (21) &3 = 0,
(Ds L) (T, @1, @2y &1y Ea)0(@0) + (D5 L) (2, @1, 5, &1y £3) (D) (2,) &2 = 0.
L’intégrale premiére sera dans ce cas
Ft, @, &, 0) (D L)ty 2, 0(t—1), &, 6(t—1))+(D, L)t +1, e(t+1),
z, 6(t+1), &)n(w).
Le cas du groupe de transformations correspond a
n(x) = (D.p)(w; 0)a’(0).

ExEMPLE. L(t, 2, 2,, &, &) = a1f2(w1)5§_+2ﬂf(x,)f(m2) & 52"‘%?(‘”2)534‘
+29:.f(®1) &1+ 2721 (1) &,.
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Les conditions d’invariance sont satisfaites pour 7(x) = 1/f(2),
F(t,z, & ¢) = B[fle(t—1))6(t—=1)+fle(t+ 1)) 6(t+1)] + (a1 + az) f (@) &.
Si @ est une primitive de f, on aura pour les extrémales
BlP(x(t— 1))+ Pla(t+1))] -+ (a1 4+ ay) Pl (2) = 712+ 72

3. Un probléme variationnel qui intervient dans les théories non
locales du champ. Dans 1’étude des théories non locales du champ [1]
on considére certains problémes variationnels & arguments déplacés que
nous allons maintenant étudier dans le cas le plus simple; dans [1] on
utilise aussi ’idée générale de E. Noether pour déduire des lois de con-
servation, ce que nous allons faire dans la section suivante.

Soient L,: Gy X Gy X Gy = B¥ X (R*)* x (R")* >R de classe C%, k =1, 2,
...y N.

Considérons la fonctionnelle
N

J (@) = ) Jy(@),

k=1
) T T
Jr(2) = f ka(tly ceos by @)y ooy Ty B(Ey), .oy d’(tk))dtl--- dty,.
t t
Les équations d’Euler-Lagrange sont
i, N7 T
—dt—(g,:‘f-..lf;‘(DZkHLk)(tz,...,t,...,m(ts),...,a:(t),...,d;(tz),
=i% 0

ey BTy ey B(t)) s ... dtk)

T T
=) .. fZ(DH,.L,‘)(@,,..,t,...,tk,w(tz),...,w(t),...,m(t,,),

Blo)y oy B()y nny B(B))dE, ... diy.

(Pour &k =1 le terme correspondant ne contient pas d’intégrale.)

Pour ne pas trop compliquer les notations nous allons supposer dans
ce qui suit que N = 2.

Admettons I’hypothése de régularité

T
det[(DsDyLy) (t, @, w) + [ [(DsDiLo)(t, tay @, #(te), w, d(t)) +
t

+ (DoDst)(tzy iy x(ls), 2, 2(ts), u)]dtz] # 0.
Définissons a ’aide du théoréme des fonctions implicites une fonction
U ViX Vo X Vyx Vi) = RXR* XR" X C*([ty, T], R") — R" telle que

y_(DaLl)(t7x7“(taw1 yiz))_
T
- f[(-Dst)(tateaa";z(tz)yu(t’w’yyz)yz'(tz))'f-
)

+(D6L2)(tzr t, z(ta)v Ty &(ty), u(t, @, y, z))]dtz = 0.
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Dans le domaine de définition de u soit

det
Qf(t,w,y,.z):e_ yult, v, y,2 _Ll(t xzyultyx,y, ))_

— f[L () 1y @, 2(t5), w(t, @, Y, 2), £(L)) +

+L2(t27 t, 2(ts), @, 2(ty), w(t, 2, ¥, z))]dtz-
Alors

(DZW)(L Ty Y, z) = y(Dz'“')(ta Z,Y, z)_(Dle)(t7 T, u(ty Ly Y, z))_
_(DaLl)(ty z, u(t, z, yaz))(Dzu)(tyma Yy 2)—

T
— JU(DaLo)(ty ts, @, 2(1s), w(t, @, y, 2), 2(t))+
)

+(D5L2)(t7 Loy &, 2, (1,), u(l, z,y9,2), 2”2))(1)2“)(1’7 xyY, 2)+
+(D4Lz)(tzr ty2(t), ©, 2(1s), u(l,x, ?/’z))‘['
+(D6L2)(t29t 2(ts), @y 2(Ls), u(t, 2, y,2 ))(Dz’“)(ty“',?/’z)]dtz
= —(D,L,)t,z, u(t,z, vy, ))
T
- f[(Dst)(t,tz,m,z(tz),u(t,x, yaz)a Z’(tﬂ)—{-
to

+(D4L2)(t27 t,2(), ©,2(ty), u(t, z, vy, z))]dtw
(D) (ty x, Y, 2) = u(tyz,y,2)+y(Dsu)(t, x,y,2)—
_‘(DsLl)(ta xz, u(t,z,y, z))(Dsu)(t? ZyY,2)—

T
- f [(Dst)(t’ tay &, 2(1a), u(t, ¥, 2), é(tz))‘l'
to

+ (D Ly)(tay ty 2(L), @, 2(22), u(t, , ¥, 2))| (Dsu) (¢, ©, y, 2)dt,
=u(t,z,y,2).
Considérons le systéme
B(t) = (D)t 2(2), y(8), »(- )),
Y1) = — (D)2, 2(t), y (1), z(-)).

Nous allons montrer que si # est une solution des équations d’Euler—
~Lagrange, alors le couple (#(-),y(-)) avec

(%)

T
y(t) = (DaLy)(ty w(t), 40 + [ [(DsLa)(t, ts, w(t), (ts), #(8), & (ta)) +

)

+ (Ds Lo)(ta t, 2(La), @ (1), (L), €(1))]dt
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est une solution du systéme (%) et réciproquement, si (#(-), ¥(-)) est une
solution de (*), alors () est une solution des équations d’Euler-Lagrange.
En effet, 1a définition de (¢, z, ¥, 2) donne

y(8) — (DyLy)(t, (1), ult, ©(t), y (1), a(-))) —
T
- f [(Dst)(ty oy (1), x(1y), “(t’ z(t), y(1), o( )), ab(tz))-l—
to

+ (D Ly)(tay t, (Ls), @(1), (L), u(t, @(t), y(8), @(-)))|dt, = 0.

L’unicité dans le théoréme des fonctions implicites donne

ut, 2(t), y(t), z()) = &(2)
done

z(t) = (Da'}f)(ta z(t), y(2), w())

La seconde équation du systéme () se réduit directement a 1’équation
d’Euler-Lagrange.

Remarquons que le systéme (%) est un systéme usuel d’équations
"intégro-différentielles.

4. Théoréme de Noether. Considérons un groupe transformations sur
R x R" et admettons la propriété d’invariance suivante:

Lip(lay ooy ty co iy by @y ooey @y oeny Ty Eayeeny &y ivny oy &)
=Lk(t2’ ---,T(t’w; a), -.o’tk,wz, ...,(}J(t,w; a), ---’mk’ 52’.-0

(D19} (2, x5 a)+ (Dy9)(t, 25 a)é
Y (Dy7)(t, @5 @)+ (Dy7)(t, @5 a) & ”

+(D,7) (¢, 25 a)§]

o EJUD1D)(, @5 0)+

pour tout k et tout j (dans la relation d’invariance les arguments trans-
formés occupent la position j).

Considérons une famille de transformations & un parameétre, avec
a(0) =0, v(t,z; 0) =1, ¢(t,r; 0) =z et soit

Uy (e) = Lk(tz,...,r(t,m; a(e)), ..., p(t, z; ale)), ...

(Dip)(t, @5 ale)) +(Dap)fty 25 aleld )x
. (Dlr)(t,m? a(e))+ (Dy7)(ty @3 a(e)) € * 7

X[(Dy7)(t, 5 a(e))+(Dy7)(2, 25 ale)) &].
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L’hypothése d’invariance entraine I;(0) = 0, ce qui donne

(D L) (bay oeeg by onnylyy @ay ooy By ouny By Eayoeny &y ovny ER)(DyT) X
X(t, z; 0)a’(0)+
F (Drpi L) By ovn by oeis By Bay ooy Ty oony By Eay ey €y ey §1) (D) X
X(t, z; 0)a’(0)+
F (Dageqi L) (Bay ooy by ooy by By evvy @y ooy Tpy Eay vuny &y ouny E) X
X [(D1Ds9) (8, x5 0)a’(0)+
+(D: Ds9) (t, @5 0)a’ (0) & —((DyDy7) (2, @3 0)a’(0) + (D Dy7) (2, 2; 0) X

x o' (0) &) &] +
F LBy eeey by enny by Bayeeey @y ooy Ty Eay evny &y oy §) X

X [(DyDy7) (2, 2; 0)a’(0)+
+(D. Dy7)(t, 5 0)a’(0)£] = 0.

Dans ces relations prenons z; = z(t;), £, = #(1;), intégrons par rapport
A (Lgy ...y t) sur [y, TT*! et effectuons la sommation par rapport 4 j et .
Nous obtenons

T T
2{[...fZ(DjL,,)(tz,...,t,...,t,,,m(tz),...,w,...,m(t,,),a';(tz),...
kg to 7

vy &y oy B(G)) dby ... dt(Dy7) (8, 35 0)a’ (0)+

r
+ [ oo [ D (Deys L) )ty ... d4(Dap)(t, x5 0)a’ (0) +
ty b J

T T
+ [ [ D) Do T (Vs .. @t [(DyDag) (5 @, 0)a’ (0) +
2 b J

+ (D3 Dyo) (t, 5 0)a’(0) £ —((Dy Dy7)(E, 75 0)a’(0)+
+(D Dy7)(t, 25 0)a’(0) &) €] +

T T
+ [ [ DLl Yty ... @, [(D, Dy7)(8, @5 0)a’(0) +
to to J

+(D.Dy7)(2, ;5 0 (0)£1) = 0.
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Dans cette derniére égalité nous allons remplacer z par z(f) et &
par #(t). Remarquons que

(D1 Dy9)(t, 2(2); 0)a’(0)+ (D3 Dyp)(t, 2(1); 0)a’(0)5(2)

d
= = [(Da‘P)(t’ z(t); 0) a’ (0)11
(D1 Dy7)(t, 2(t); 0)a’'(0)+ (D Dy7)(t, (1); 0) (0)&(2)

d
Ta

d .
E[ZLk(tzr ey by ey By B(Re)y ey 2(8)y oy ®(E), 2(20), .-
J

(Dy)t(, z(t); 0)a’(0)],

ooy 8(8), o, £(6) (D) [t 2(D); o)a'(O)]
d
= D L )= Dt 2t o) @]+ D 1D )+
i ’ j

+ (Dieqs L) (Y8 () + (Dygey 5 L) ( )@(t)]}(l)af)(t,w(t); 0)a’ (0).

On déduit donc de la condition d’invariance

Z{fr.:.f[%(ZLk( )(Dy7)(t, @(1); O)a’(O))]dtz,,,dtk,_
% iy £ 7

_ fT,,,J‘T[Z‘((DkHLk )& () + ( Dagos s L) ( )zié(t))]dtz...dth
£ t

X (Dy7)(t, 2(t); 0)a’(0)+
T T
g
T
44

T

d
f 2(D2k+JLk)( )dt, .. dtk[d 3'P)(t z(1); 0)“ (0)—
to

(Diers L) )ty ... dt(Dy)(t, 2(2); 0)a’ (0)+

_ (Tlt_ (D:,-c)(t, 2(t); O)a'(O))ob(t)]} = 0.

En utilisant les équations d’Euler-Lagrange on déduit que

;Lf...j’%[;}%( )(DyT)(t, 2(2); O)a'(O)]diz...dtk_
T T
- f f Z((%(D2k+ij)( ))d;(t)+(D2k+ij)( )a:(t))x
t 17 j

x(Dy7)(t, 2(1); 0)a'(0)dl, ... Aty —
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T T
d
_ f f 2(D2k+,L,,)( ity ... Ay (1) —(Ds) {1, o(1); 0)a’(0) +
¢ & 7 .
0T 3 Y d
[ [ D Das T N .. dt(Dag)t, 2(8); 0)a’(0)+
& & 7

T T
+ f f D Dyeys L) )dtz...dt,,;it(ww)(t,w(t);.0)a'(0>)}=°-
174 t J

Cette derniére relation donne:

%{Zf fTZL,,( Yty ... dt,(Dy7)(t, w(t); 0)a’ (0)+
k to J

T T |

+ [ [ D DT it .. d{(Deg)(t, 2(1); 0)a’(0)—
£ to 3

— &(8)(Dy7)(t, 2(1); ) a'(O)]} —0.

Nous sommes ainsi amenés & l’'intégrale premiére

T T
Fit, 2,60 Z 3 [ oo [ N Lltay ooy byeney by 6ty ooy @y <.
k 1y &h 7
ceey 0(te)y 6(82)y ey &y enny 6(8)) —
~ (Do L) () E(Dy7)(2, 2; 0)a' (0)+
+ (D2k+ij)( )(Dsq’)(t’ z; 0) a'(O)] dat, ... dt,,.

Lorsque z(-) est une solution des équations d’Euler-Lagrange,
lapplication ¢+ F(t, z(?), #(t), (*)) est constante.

Dans ce ¢as aussi I’extension des résultats au cas de ,,’invariance
infinitésimale’’ est possible.

Si ’on suppose ’existence des fonctions o et 7 telles que
(D L) )o(t, @) + (Dyys Ly} )t @)+

+ L ( )((.Dlo') (t, )+ (Do) (¢, @) £)+

+ (Dogy 5 L) ( )I(Dlﬂ)(t, x) -+ (Dam)(t, -’”)E—((Dlﬂ)(t1 x) +

+ (D, o) (%, W)E) fl =0,
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on obtient 1’intégrale premiére

T T
Ft, 2, &, 0 =2f f‘{Z[Lk(tza'“yt’ ey By C(b2)y ooy @y 0%),
Pl

E(ta), ooy £, -y 6() —
~((Daers L) VE)0 (8, @) + (Do L) (e, @)}ty ... .
Le cas précédent correspond a
o(t, ) = (Ds7)(t, 2; 0)a’(0), 7(t, @) = (Ds9)(t, x5 0)a’(0).
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