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Généralisation d’'une formule de dérivation numérique
de V. N. Fadeeva

par D. V. Tonescu (Cluj)

1. V. N. Fadeeva {1] a donné la formule de dérivation numérique

) (@) = 21 (@)~ (@] + B

ou les noeuds «,, ,. x; sont en progression arithmétique dont la raison
est h, sans préciser le reste E, en affirmant seulement, qu’il est de ’ordre
de h*. V. N. Fadeeva a appliqué cette formule 3 'intégration numérique
de 1’équation aux dérivées partielles de la chaleur.

Dans cette note [2], nous allons généraliser la formule de dérivation
numérique (1), étudier son reste que nous mettrons sous la forme d’une inté-
grale définie, et faire quelques applications & lintégration numérique
des équations différentielles. ‘

§ 1. La généralisation de la formule de V. N. Fadeeva

2. Considérons les noeuds @, &,, ..., £y en progression arithmétique,
dont la raison est h, et une fonction f(«) de la classe C*™* sur l'intervalle
[zy, za], ce qui veut dire que la fonction f(x) et ses dérivées successives
@), (@), ..., " (x) sont continues sur Dintervalle [z,,2,]. Nous
voulons établir une formule de dérivation numérique de la forme

(2) -’fin-lf(ml) = A" (#) +Aof (@) - ... + Anf'(@a) +- R,
ont
(3) A" f(@y) = f () — Cncrf (Baa) + oo+ (— 1) 7 CRZ1 (2)

et ou le reste R doit étre nul lorsque f(z) est un polynéme quelconque
de degré .

A cet effet, nmous attachons aux intervalles [z, x,], [%,, 2], ...,
[®n—1, Ta] les polynémes @,(z), (@), ..., po_:(x) intégrales des équations
différentielles

(4) @2) =1, ¢Pe)=—Cho, .., (@) = (—1)"7Cn"%
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satisfaisant aux conditions aux limites

o () =0 (r=0,1,..,n—-2),
(5) . Q’Sc')(xk):q’;c,zl(xk) (r=0,1,...,n—2;k=2,3,..,n—1),
Pla(@a) = 0 r=0,1,..,n—2).

Dans ces conditions, nous avons

Ja@f@ds =0, [¢"t @) (2)dz =0, ..., f”q»&"_*f’(w)f(m)dw =0,
2

E2 ] Tp—1

et en appliquant la formule généralisée d’intégration par parties nous
pouvons ecrire

Za
[P =gt f 4o + (19 = (—1)" [ 9if "V,

B2

s
(@87 — 98" 4o+ (1)l = (—1)" [ guf " s

Zp
[Peaf —gu f 4o+ (1) puaf VB, = (1) [ gaaf "V

In-1
En ajoutant membre 4 membre ces équations, et en tenant compte

des équations différentielles (4) et des conditions aux limites (5), nous
obtenons la formule de dérivation numérique (2), avec

A, = (—1)" 9" V(ay) ,

(6) Ap = (—1)" gk Vamp) — g 3@)] (B =2,3,...,n-1),
An = —(—=1)" (@)

(7) R = f"qo(w)f‘“*"(w)dw,

L1

ou la fonction ¢(z) coincide sur les intervalles [, , #,], [%., 3], ..., (Zn-1, Za]
avec les polyndémes ¢, (2), po(®), ..., Pr_a(@).
Le probléme de la formule de dérivation numérique (2) et de son

reste R, se réduit ainsi a l’intégration de I’équation différentielles (4)
avec les conditions aux limites (5).

3. Les intégrales des équations différentielles (4) qui vérifient les
conditions aux limites (5) relativement aux noeuds =z, Z,, ..., #n— Sont
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données par les formules

n n—1
plo) = 20 50— 2)

(n—1)! "’

(x—m)" _e o= %) (w—wl)"“ z(‘” )"~

o) = + 4 +

Sl (n—1)! m—1)1 ’
(8) _
RS S S
NS T o
- 1 T)'_ 12 (n 1)' ‘}‘-..‘rM_IW’

ou A, 4, ..., 4,_; sont des constantes arbitraires.

En écrivant que la fonction ¢,_;(z) donnée par la dérniére formule (8)
satisfait aux conditions aux limites (5) du point z,, et en tenant compte
des formules bien connues [6]

(mn—1) —Ch_y(n—2) + ... L (—1)" 2O =0
pour r =1,2,...,n—2 et
(n—1)"" = O y(n—2)" " o (=) TR = (n—1),
(n—1)"—Ch_y(n—2)" = ... 4 (—=1)"2ChZi1" = (n —1)!n(n—1)/2
nous avons les équations suivantes

(n—1)Ah+n—-2)+...+14,_, =0,
(n—1)2 4 (n—2)2,+ ... L122,_, =0,

. .
®) =14+ (n—2)"*A+.. 41", =0,
(n—1)"" 2+ (n—2)" A+ .. 21" Ay = —(n—2)'R,
m—1) "2 (n—2)" Ayt 1" Ay = — (m—1)(m—1)h[2
pour déterminer A,, Ay, ..., 4,—;.

On démontre que la solution du systéme d’équations linéaires (9)
est donnée par les formules

Clc

k

[fn (2% —1)]A
ow k=1,2,..,n—1.

Donc la formule de dérivation numérique (2) existe et il nous reste
a donner les coefficients A4,, ..., A, de cette formule et d’étudier son
reste.
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4. D’apres les formules (6), nous avons
(11) Ap= (1)
pour £ =1,2,...,#n—1 et
(12) An = (=1 (A +da+ ..+ 2p).

On démontre que les coefficients 1, donnés par les formules (5) jouissent
de la propriété exprimée par la formule

k(n—3)(n—4)...(n—k)(n-—2k)h
2(k—1)!

(13) A1+lz+---+lk=(_1)
pour k> 3, d’ou il résulte que
.(14) Mt et Ay = (—1)"RB/2.

Cela nous permet d’écrire les formules

h CEi(n—2k+1)

_{__1yrtk—
Ae =D 5

pour k=1,2,..,n dou il résulte que la formule de dérivation nu-
mérique (2), prend la forme

(15) 4"7f () = (—1)”2(—,]‘:T, D) (1) - 2k 1) 05 (@) R
k=1

On démontre facilement que dans la formule (2) ou (13) nous avons
Ar = (—1)"4p_p41 et que si n = 2p 41, alors Ay = 0.

5. Les conditions aux limites (5), montrent que la fonction ¢(z)
est continue dans lintervalle [x,, x,] ainsi que ses dérivées successives
¢'(x), ..., 9" ?(x). Nous allons démontrer que la dérivée ¢ P(x) a n—2
zéros dans Dintervalle (%,, xs) qui sont les noeuds Ty, Ty, ...y Tp—;.

Nous nous appuyrons sur ’observation suivante: la dérivée ¢\" (x)
a dans Vintervalle [x;, x;,,] un seul zéro, le point & = (x; +;4.)/2.

En effet, d’apres les formules (8), nous avons

(@—m,)" 1 (@—x,)" i1 (@—m)"

‘Pi(w) = Al Ch1 al + et (—1)7_10n-1'*—n!— -+

(@—z)" " | (@—a)" (z—az)" "

A Py oy s Ay pro

et il résulte que

@ TN @;) + @) T U@ 1) = (B + B )k 2(Ay 5 At 5 A)
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ou ) ,
By =j—Ch(—1)+...+(—1y7'¢ih 1.

On voit facilement que

n—3)(n—4)...(n—j—1)
G-t

et tenant compte de la formmule (14), on démontre sans difficultés, que
(16) 9" (@) + 91" (@g4a) = 0 .

La dérivée ¢i" V(z) étant un polynéme du premier degré il résulte
de la formule (16) que & = (x; + ¥;4,)/2 est le zéro de ¢i" V() dans I'inter-
valle [#;, ©;+1].

Les dérivées ¢ 2(z), ¢ (), ..., p537(x) étant des polyndémes du
second degré, les conditions aux limites (5) et la propriété précédente
des dérivées ¢i" V(x), pi" (), ..., ¢ (2) montrent que @, &y, ..., Tn_
sont les zéros de ¢*—2(z) dans ’intervalle (x,, z»). L.e nombre de ces zéros
est n—2.

By = (~17 !

6. Nous allons démontrer maintenant que la fonction ¢(x) est néga-
tive dans Dintervalle (z,, x,). Pour cela nous démontrerons d’abord que
la fonction ¢(z), n’a qu’un seul extrémum dans l'intervalle (z,, x5).

Nous avons vu que la fonction ¢(x) est continue dans l'intervalle
[x,, za] et qu’elle a des dérivées successives continues jusqu’a 1’ordre
n—2 et satisfait aux points x,, £, aux conditions

o(x,) =0, ¢'(m) =0, cery 97(7‘-2)(-"71) =0,
P(@a) =0, ¢'(Ta) =0, ..., ¢n"Nzy)=0.

Pour n > 2, le théoréme de Rolle montre que la dérivée ¢’(z) a au
moins un zéro dans l’intervalle (z,, z,). Ce zéro est unique.

En effet, supposons que la dérivée ¢'(x) ait deux zéros dans l’inter-
valle (zy, Z»). En appliquant successivement le théoréme de Rolle aux
fonctions ¢'(z), ¢"'(), ..., ¢*~(x), on arrive & la conclusion que ¢''(x)
doit avoir 3 zéros dans lintervalle (x,, za), ..., que ¢»2(z) doit avoir
n—1 zéros dans lintervalle (x,, xs), ce qui est impossible puisque nous
avons démontré au nr. 5 que la dérivée g»—2(x) a n —2 zéros dans 'inter-
valle (2,, 2,). Donc la fonction ¢(x) a un seul extremum dans l'inter-
valle (z,, za).

D’autre part la fonction ¢,(#) donnée par la formule

(x—2)" Rk (2—a)" "
nl 2 (n—21)!

@(z) =

est nulle pour z = z, et est négative au voisinage de ;. Il résulte alors
que la fonction ¢(z) est négative dans l'intervalle (z,, x,).
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Les raisonnements précédents ne s’appliquent pas pour » = 2. Dans
ce cas la formule (2) devient

x —$l

o) —f(m) = 2201 @) + @) + [ pl@)f (@) e,

ou ¢(x) = (z—z,)(x—x,)/2 et Von voit que aussi dans ce cas nous avons
¢(z) < 0 dans Pintervalle (z,, x,).

7. La fonction ¢(z) étant négative sur 'intervalle (x,, z,), le reste R
de la formule de dérivation numérique (15) peut s’écrire sous la forme

Zn
R = ") [ p(a)ds
n
ou ¢ € (z,, 7n). I’intégrale du second membre se calcule par la formule (15)
en remplacant f(z) par (z—a,)*(z—a,)...(®—x,)/(n +1)! et Pon trouve
finalement

(17) .R — —j(‘n+l)(5) hn+1/12
d’ou résulte 1’évalution
(18) Bl < My iH12,

ot M,,, est une borne supérieure de [f™*V(z)| sur lintervalle (z;, ).

§ 2. L’application de la formule de V. N. Fadeeva a Pintégration numérique
des équations ditférentielles

8. Considérons 1’équation différentielle
(19) ¥y ==,y

et soit y(z) l'intégrale qui satisfait a la condition initiale y(x,) = y,. Nous
supposons que l’intégrale y(x) existe sur l’intervalle [z,, z,+a] et que
dans le rectangle D, défini par les indgalités

(20) 0<z—%<a, Y —Yo| < b

la fonction f(z, y) est continue ainsi que ses dérivées partielles successives
par rapport a x et 4 y, jusqu'a ordre qui sera nécessaire pour les for-
mules que nous avons en vue.

Dans ces conditions on déduit de I’équation différentielle (19) par
des dérivations successives

(21) yv'=hiz,y), ¥ ="h=y)),

les fonctions f(z, v), f.(z, ¥), ..., étant continues dans D.
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Dans lintervalle [x,, ,+a] prenons les noeuds z,, %, ..., Tsp en
progression arithmétique, dont la raison est k, et appliquons a l’inté-
grale y(z) de l’équation différentielle (19) satisfaisant & la condition

y(z,) = Y, et aux noeuds x,, %, ..., Z2p, la formule de dérivation numéri-
que (15). Nous aurons

(22)  [¥(@2p) + ¥ (20)] — Copl¥ (®ap—1) + Y (T)] + ... +
(—1)P 7105 [y (@pr1) + Y (@p-1)] + (— 1) Chpy (2p)

N % 2Py (22p) — ' (®0)] = (2p — 2) Coply (ap—1) = y'(@)] £ +

J‘gp

+ (1205 Y (@) — Y (@0 + [ @@y (@) da
To
Si nous supposons que lintégrale y(z) a été calculée au préalable
sur les noeuds ;, @y, ..., Zp—1, Tp41, ---, Lap alors la formule (22) conduit
& une formule d’mtégratlon numérlque pour le caleul de y(z,), a savoir

(23)  ylzp) = 1) - 2( YOy ) + 3 @1)]
(__l)ph ) o\ 7
+ 2, g (—1)(2p —27) Cop{f[@2p—;, Y (@2p—;}] — [, y(@;)]} + Ry,

ou le reste B, est donné par la formule

_ q\D
(24) R, =L jqa(w)fzpﬂw,uw)]dx

2p 2o

En désignant par F,,,, une borne supérieure de |fzp41(z, y)| dans le
rectangle D, nous déduisons de la formule (24) une évaluation de la valeur
absolue de R,,

(25) | Byl <

2p+2
hﬁ

F.
1204, 2p+1 -

Par exemple, pour p = 1, 2, nous avons les formules d’intégration
numérique

26)  yl) = LOEYE) ey @)1l y(@)]) 4R,

avec

. m
(26°) VAR
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et
@7 9@ = — 5[y —ty(zm) —4y(@) +y (@] +

e (@, (@]~ 21 (2, 9 ()] +2f [0, 4 ()] 1 (2o, 3 ()]} +

avec

hs
(27) |Rol < 75 Fs -

9. Dans le cas ou le nombre des noeuds ,, z, ..., zy -est pair, la
formule de dérivation numérique (15) conduit encore % des formules d’inté-
gration numérique des équations diférentielles (19), comme nous le montre-
rons dans la suite.

Supposons n = 3, et alors la formule (15) appliquée & la fonetion y(x)
et aux noeuds a,, x,, ,, x3 est

(28)  y(@a)—3y () + 3y (1) — Y (o) .
= @)~y v @ + @+ [ p@)y (@) .

Nous avons vu (nr. 6) que dans cette formule la fonction ¢(x) est
négative sur ’intervalle (z,, #;) et que nous avons

I‘a hs
(29) | p@)aw = — 1.
Zo
Il convient d’ajouter & la formule (28), la formule qui consiste & repré-
senter la différence divisée [x,, ,, 2, #,, T3, 73; ¥] de la fonction y(x)
sur les noeuds doubles z,, z,, ; par une intégrale définie [3]. Cette for-
mule est

xs
(o @oy Try @1y Tay T35 Y] = J y(2)y©(z)dw
o

ot tenant compte que z, = xy+ h, x; = z,+ 3h, cette formule peut encore
8'écrire

(30)  32y(m) —27y(a;) -5y (xy) )
— —R[12y'(%) + 27y’ (21) + 3y’ (@3)] + 108k [ p(2)y® (2)dw .
To

Nous avons étudié la fonction ¢ () qui donne le reste de 1a formule (30)
[3]. Nous avons démontré qu’elle est positive sur l'intervalle (z,, x;) et
que NOus avons

J. w(w)d.v = 3!- .
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Si nous éliminons y'(x;) entre les équations (28) et (30), nous obtenons
la formule

86y (o) —189y (21) + 162y (2,) — 59y (2,)
= h[—39y' (o) + 2Ty’ (@) — 30y (z3)] + | [108H%y (z) — 54 (2)]y®(w) do

et ’absence de y'(z,) dans le second membre nous conduit 4 la formule
d’intégration numérique de 1’équation différentielle (19)

(32)  y(m) = 555 [86y () + 162y (ay) ~ 59y (@n)] +

+ B% {13 (&0, Yo) — 9f @2, Y ()] + 10f[@s, ¥ (z)]} + B ,

ou le reste de cette formule est

Z3

(33) R = [ 0@z, y(@)ds
avec T

(34) 6(z) = —1[4hsy () —2p(@)] .

D’aprés les propriétés des fonetions ¢(z), y(x) la fonction 6(z) est
négative sur lintervalle (z,, x;) et nous avons

Ty hs
f@(m)dw = 3%
Ly

d’on1 il résulte l’évaluation de la valeur absolue du reste de la formule
d’intégration numérique (32)
hﬁ
(35) IRl < g Fo,
ou F, est une borne supéricure de |f,(z,y)| dans le rectangle D.

Done, si Vintégrale de Véquation différentielle (19) a été calculée au
préalable sur les moeuds z, = Lo+ 2h, x, = Zo+3h nous pouvons calculer
Vintégrale sur le noeud x, = =, + h par la formule d’intégration numérique (32),
que nous avons déduit de la formule de dérivation numérique (28) de
V. N. Fadeeva.

10. Considérons encore le cas des noeuds &y, &y, &, Ty, Ty, T5, €0
progression arithmétique dont la raison est k. La formule de V. N. Fa-
deeva correspondante est

(36)  y(o) 5y (@) + 10y (@) 10y (@) +5¥(a)—y (o)
— 2 Iy (@e) 39 (2) + 20/(@s) + 29/ () ~ 39/ (@) - ¥/ + [ @)y (a)da
Te

Annales Polonici Mathematici XIV 13
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et nous savons (or. 6) que la fonction ¢(x) est négative sur l'intervalle
(@9, o5) 6 que nous avons

s hﬂ
(37) [ p@raw = —1.
! To
Nous pouvons ajouter 3 la formule (36), la formule qui représente la
différence divisée de la fonction y(z) sur les noeuds &, &, &, & consi-
dérés comme doubles par une intégrale définie

&
(38) [e1s &1y £y Eus Eay £y £0s 03 Y] = [ p(@)yD(2)d
&

que nous avons étudiée dans un autre travail [3]. Nous avons démontré
que la fonction y(x) est positive sur Pintervalle [&;, £] et que nous avons
¢s
(39) [ @z =
131

| =

1 .
-

-3

Pour obtenir des formules d’intégration numérique des équations différen-
tielles (19), nous procédons comme au nr. 9

1°. En prenant &, = x,, & = @, & = @,, &, = x; et en éliminant y'(w,)
entre ’équation (36) et 1’équation (38), nous sommes conduits & la for-
mule d’intégration numérique

(40) y(z) = ﬁ [— 4547y (xg) + 22500y (x,) — 45000y (z3) +
+ 38000y (,) -+ 8172y (2,)] +
+ oy (1521125, 4 ()] — 4501 (2, ¥ ()] + 3007 2, ()] +
+ B00F [, ¥ (w2)] + 222f (o, ¥o)} + R,y ,

ol le reste R, est donné par la formule

(41) R, = [ 0@)fdz, y(@))da
o
avec
(42) 0,(0) = — 7= [9617y,(z) — dp(z)] .

La fonction 6,(x) est négative sur l’intervalle (z,, #;) et nous avons

37

S ¥
19125h )

(43) f 6,(x) dw —
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Il résulte I’évalunation suivante de |R,|

37h
19125

oll Fg est une borne supérieure de |f¢(x, y)| dans le rectangle D.

(44) IR < p <0,02073F 47,

2°. En prenant & =x,,& = &, & =23, 6, = x5 et en éliminant
y'(x;) entre I’équation (36) et ’équation (38) nous sommes conduits & la
formule d’intégration numérique

(45)  §(2) = gz == [10388y (a0) -+ 45000y (z5) — 47000y (24) +
122500y (@) — 5013y (x5)] +
+ T 1278/ G0, o) -+ 300 [y, y (20)] + 5001, y (z2)] —

X — 450f (2, Y (w,)] +-168f {5, y (25)]} +- R, ,
ou
(46) Ry = [ (@) fdw, y(2))dz
avec zo
(47) 0u@) = — 15 [384h7y,(a) — dp(@)]

La fonction 0,(x) est négative sur l'intervalle (z,, x;) et nous avons

Pévaluation

430 .
(48) IRl < 575 F's < 0,01T81F W .

3°. En prenant &, = x,, & = x4, &3 = 2,, §;, = Tz nNous sommes con-
duits de 1a méme maniére & la formule d’intégration numérique de 1’équa-
tions différentielle (19)

(49)

Y(zy) = [1283y(x,) + 5000y (x,) -— 5000y (x5) + 3125y (x,) — 1283y (w5)] -

1
3125
h
+ Gop (1041 (%, Yo) -+ 100 [, y (2,)} 1 100f {25, y (2:)] + 104 [25, ¥ (@5)]} + By

ou

(50) Ry~ [ 6y(@)fdw, y(@)]de
avec "‘0
(51) 6y(@) — — i [864h7yy(x) —4p(2)] -

La fonction O4(x) est négative sur 'intervalle (z,, ;) et nous avons
I’évaluation

(52) IRy| < 23N

< 5z5 Fe < 0,0202F 7 .

13*
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En résumé si Pintégrale de Véquation différentielle (19) satisfaisant
& la condition y (o) = Y, a été calculée au préalable sur les noeuds x,, x5, z,, Ty,
alors nous pouvons calculer Vintégrale sur le noeud x; avec Dune des for-
mules (40), ou (45), ou (49), les restes de ces formules qui sont évalués par
les formules (44), (48), (52) étant de Vordre de R'.

11. On sait que si les noeuds =, z, ..., & sont en progression
arithmétique dont la raison est A, et si I'intégrale y(x) de 1’équation dif-
férentielle (19) a été calculée au préalable sur les noeuds x,, x,, Z,, 2,, s,
alors V’intégrale sur le noeud x, peut étre calculée par la formule d’inté-
gration numérique d’Adams

(53)  y(@y) = y(ws)+ hig(xs) + 3 A'g(2,) + 5 4%g (5) +
+ 3 A3 (w;) + 335 Ag(21) + 23 4% ()] + R,
g(z) = fl=, y(z)] .

Nous avons démontré [4] que le reste R de cette formule peut étre
mis sous la forme d’une intégrale définie

ou

(54) R = [p@/fdz, y(@)d

et nous avons démontré que la fonction ¢(z) est positive sur l'inter-
valle (z,, zs) et que |R| a par suite ’évaluation suivante

(65) IR < 13981 h7F, < 0,3156 Fyh7 .

Ainsi le reste R de la formule d’intégration numérique d’Adams
est de ’ordre de A7 ce qui est en accord avec un résultat de W. Tolln-
nien [5]. Mais il est important que nous ayons préciser le coefficient de A?
dans l’inégalité (55).

Les résultats du nr. 10, montrent que pour appliquer la formule
d’Adams, il n’est pas nécessaire que l'intégrale y(x) satisfaisant 4 la con-
dition y(x,) = y, soit calculée au préalable sur les 5 noeuds z,, ..., Z5-
11 suffit qu’elle soit calculée au préalable seulement sur les 4 noeuds
Ty, X3y Ty, &g, €aT Y(x,) peut étre calculé par 'une des formules (40), (45),
(49) avec des restes de I'ordre de A. y(z,) se calcule ensuite par la formule
d’Adams avec un reste du méme ordre, c’est & dire de ’ordre de A”.
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