ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
XIV (1963)

Sur une équation diophantienne considérée
par Goormaghtigh

par Chr. KARANICOLOFF (Sofia)

Pour 1’équation diophantienne

(1) N=1l+4z+224+..+2m=1+y+y2+..+y"
m>n>1; y>z>1)

R. Goormaghtigh [1] a montré que, si N < 109, elle n’a d’autres solutions
en nombres naturels [N, m,n,%,y] que les deux solutions suivantes

(2) [31,4,2,2,5], [8191,12,2,2,90].

Récemment H. J. Kanold [2] a démontré que si les inconnues z, ¥y
sont fixées, 1’équation (1) n’aura qu’un nombre fini de solutions [m,n],
ce nombre pouvant étre égal & zéro.

A. Schinzel et A. Makowski [3] viennent de publier certains cas
particuliers de la solution de (1) et ils en ont donné quelques propriétés
intéréssantes.

A notre tour, nous allons démontrer (théoréme II) que dans le cas
assez général

m=2n (n>1)

P’équation (1) ne posséde qu’une solution unique et que cette solution
est précisément celle qui a été trouvée par Goormaghtigh, soit [31, 4, 2,2, 5].
D’abord, nous établirons le théoréme suivant.
THEOREME I. Si Uéquation (1) admet — m, n étant fixés — la solution
[N, P, ql, le premier de ces mombres (N,) satisfail au systéme suivant:

(3) [N"(N—[N"T")=N-1,
(4) [N'/™](N —[N'*T") = N1, (A)
(5) [N'™]>1, [N'/]>2.

En effet, comme [N,, p, q] est par hypothése une solution de (1),
nous aurons

(6) N, =p"+p™'+...+p+1
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et
(7) Ni=q¢+¢ ' +...+q+1.
Partant de (6) nous trouvons successivement
Mi" =" 9"+ Ap+1)"
1 1 1 \ym
=p(1+§+F+...+F ’
soit
(8) ™ =p+o,
ol
O (1my(1 1 1\
o= -t =+..+—
P;( k )(p+p2+ +p"‘ y
c’est-a-dire

9 _14pt+p2t..+p ™V (m—1)p(p~'+pi+..+p ™)
(9) o po T + .

11 est facile de voir que la série alternante au second membre de (9) sa-
tisfait aux conditions du critére de convergence de Leibniz et que son
premier membre atteint sa valeur maxima pour p = 2, lorsque p varie
dans l’intervalle [2, 4 oo) et par conséquent

142714272 4. 27D om_
m =97b2""-l ’

(10) t<o<

Mais, comme m >n >1, donc m >3, de (10) découlent les inégalités
O<o<l.

De celles-ci, ainsi que directement de (8), nous déduisons que

(11) (M =[p+ol=p.

D’autre part, en partant non pas de (6), mais de (7), nous pouvons
démontrer que

(12) [N"]=[g+al=¢ (0<o<1).
Si maintenant nous remplagons dans l’identité
plle™+p™ '+ +p +1)—p"] = (p" +p" '+ +p+1) -1

D’expression (p™+p™-14...4+p+1) par celle qui Jui est égale d’apres (6),
nous obtiendrons
p(N,—p™) = N,—1
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et en éliminant p de cette égalité et de (11), nous trouvons ’égalité
(13) [M™)(N, — ™) = N, -1,

qui montre que le nombre N, satisfait & ’équation (4).
De maniére analogue, en partant de l’identité

QU+ A D) =] = (@7 g 1)1

et des égalités (7) et (12), nous pouvons prouver que le méme nombre
N, satisfait a 1’équation (3) du systéme (A).

Enfin, pour démontrer que le nombre N, satisfait aussi aux in-
égalités (5), il suffit de remarquer que nous disposons des égalités (11)
et (12) et de la condition

q>p=2.

De ce fait le théoréme I est prouvé. Il en découle directement le corollaire

suivant.

COROLLAIRE. Dans le cas o, m,n étant fizés, le systéme (A) n’ad-
met aucune solution en nombres naturels par rapport a Vinconnue N —
Déquation (1) aussi ne possédera point de solution [N, x, y].

Par contre, il est facile de voir qu’a chaque solution ¥, du systéme (A)
correspond une solution [N,, z,, ¥,] de I’équation (1), laquelle solution
est définie par les égalités

(14) No=DNy, =[N, y,=[M"].

THEOREME II. Dans le cas m = 2n Uéquation (1) n’admet que la
solution (31,4, 2, 2, 5].

LEMME. 8t m = 2n (n = 2), Uéquation (1) n’a de solution [N, m, n, z, y]
#[31, 4, 2,2, 5] que dans le cas ou lPéquation

15) (P*+R)p*+p . +p 11— (PP E) "] =p P . P+

a des solutions [p, k] en nombres entiers, satisfaisant aux inégalités

(16) 0<k<% (p=2).

Démonstration. En posant dans ’équation (1): # = p, y = p* + &k,
nous trouvons évidemment p > 2, k¥ > 0 et comme

(0" + k=) [P+ o A1 = (P R — (" )T - 1]
=@ +BP"+p" T+ P 1= (@ R TP "

les nombres entiers p, k satisfont a4 1’équation (15).
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Pour démontrer que %k < p/n supposons au contraire que k> p/n.
Alors,

1 2n—2

(p*-+ k)" (p+p) >p”“+p””“+ P,

(pPP+Ey=p* (¢=0,1,..,n-1),

d’ou
(P2+k)u+(p2+k)'n—l + +1_p2n_p2n—l_."_1
> nznl pzu-z pzn—s_pzu-s_ "
. n—1 -2 p2""2—1 2”_2,1”,_]_ V4
= on P Py 7P\ _p“—l)'

Sin>2et p>2(sauf le cas: » =3, p=3)oun=2et p>4o0na

n—1 P
o o1 O

d’ou
(17) (P +E) 4@ +E) T L p" T — . —1>0.

Danslescas:1)n =2,p =3;2)n=3,p=3;3)n =2,p =4 (et £ = p/n)
Pinégalité (17) se vérifie directement.
Enfin, si p =2, n >3 et k> p/n on a

P +E)+...+1—p"—...—1 >(4 +%)”+... +1-2"— ... —1

_ n _2_"+l_ _ 2n+1
—3n+2[(4+n) 1] 27+

n 2\t o1 2 n Ay 3 _l]
>3n+2[(4+;;) —2 (3+%)]>4[(1+2n) 5 n

» n+l (n4+ljn. 3 1 atfi—3
4[1+ T 8 —-2—7.-,] 4

Donc si [#, p] # [2, 2] ’hypothése k > p/n méne & 'inégalité (17),
incompatible avec 1’équation

PP 1 = (PR (P )T 1

Au cas: [n, p] =[2, 2] correspond la solution [31, 4, 2, 2, 5] de
1’équation (1). Donc le lemme est entiérement démontré. Alors, de la
seconde inégalité de (16): p > nk il s’ensuit que

p—1 =0k,
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puisque k, n, p sont des nombres entiers; ainsi les conditions (16) peuvent
étre mises aussi sous la forme:

(16") 1<k <2

Cela établi, nous pouvons procéder 2 la démonstration du théoréme II.
Dans ce but nous allons examiner la variation de la fonction

Ha) = (" + o) [p™ +p™ " +... +
+p+1—(p*+2)"]— (0" +p

2n—1

+ . +p+p),
ou

(18) f(m) =p2ﬂ+2+p2ﬂ-+l+(p2n+p2n—l+“.+p+1)a;_p__(p2+w)ﬂv+l,

p désignant un parameétre (> 2) qui ne prend que des valeurs entiéres
et absolument indépendantes des valeurs de la variable z. Nous allons
démontrer que lorsque x varie dans l’intervalle fermé [0, (p—1)/n], la
fonetion f(z) décroit, en restant toujours positive.

En effet, de (18) nous trouvons en dérivant successivement deux
fois par rapport & =

flo) =p 4+ p™ . Fp+1—(n+1)(p* +2)" ;

['(@) = —n(n+1)(p*+2)" " <0
(pour z > 0 et pour tout p #* 0 réel);

(19)

et, par conséquent, la fonction f'(x) est strictement décroissante pour

> 0. De 1% nous tirons la conclusion que f'(x) — en particulier — est

décroissante pourvu que z > 0 et que p soit un certain nombre entier (>2).
D’autre part, de (19) nous tirons:

f(0) = p*rt +p* 24 ..+ p+1—np™

B p‘Zn_l
=51
pour tout p > 2 entier (et pour n > 2).

Mais du fait que f'(0) < 0 et que f'(z) est une fonction continue et
décroissante de z dans l’intervalle 0 <z < +oo (& p = 2) il s’ensuit
de maniere évidente que f'(x) est négative dans le méme intervalle, ou
que f(x) est une fonction strictement décroissante de z (p = 2; n > 2)
dans D’intervalle: 0 < & < +-oco.

En particulier f(x) est une fonction décroissante de x aussi dans
Pintervalle

I ,np2n < p?.n__l__np21l < O

—1
ogmg%r.



74 Chr. Karanicoloif

D’autre part, pour les points extrémes de l’intervalle nous avons

(20) f(0) =p>*+1—p>0 (pour p>2 et pour n > 2);

p— 2n+2 on+1 | BT —1 p2n+1—1 (2 p_l)ﬂH
f( ) TPt 4 -1 +=—=

1 1 p—1\»*!
— m2n+2 Ip2n+l |- —_ 2
prots 1) ()= (20

__ (L Al om
e

("2) "5 [ny )
B R NI W A PSS VA 2 AP P

n2 nﬂ nnt 1

1 ﬁl 2n
>—(5+p)+ w P

|ts),., 080 bit) |

nz n3 pzn_l + + ,nn+l p

Ensuite, pour les valeurs en question de p et n, nous trouvons

()Rt

s ) (i)
3 4 on—s n+1/)
— Tp%—l_*_ por pn +.. + an P +1
_( Lt G
= (n +p)+ 2n P~
( ) n--1 (n 1)
(n+1)Pn+l n -2 ( n -3 n— 1
+ o S Y i P e

n+1 2n_(n+1)p”+l ( l)n_l'— "‘“1]
> (o) g 43

_ (1 2(n+1)p* (n+1) I\ o
o (n+P)+ 3n 6n (p+11) P

Ainsi nous avons démontré l’inégalité:

Y R R

6n
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Mais, en posant p > 2 et » > 2, nous avons évidemment

1 11 1
in{u+ ) = g gt
1 1 In2
<
<pn—1) S 2m=1) “n—-1’

c’est-a-dire

ln(1+ —1-) < In2V" M

pn

ou

1 e 1y»—t n—1
1+pn<2 ) (p-{—n <2p .

De la derniere inégalité et de (21) nous déduisons immédiatement que

f(g_):}) - _(%+p)+2(n+1)p2n__n+1p2n

n 3n 3n
_ l n+1 2
o (n+p)+ 3n P

Or, il est évident que pour p > 2 et » > 2 nous avons encore

n+1l ., _ p*™ 1
Par conséquent
(22) I(B2) >0 w=zuz2.

Des inégalités (20) et (22) et du fait que la fonction f(z) est continue
et décroissante dans l’intervalle -

il s’ensuit que pour chaque valeur de x dans cette intervalle nous aurons

f(z) >0,
c’est-a-dire

(23) (@P*t+a)p*™+p*+...+p+1—(p*+ 2 ]— (™ +p*1+...+p)>0

(pour 0 <& < (p—-1)/n; p =2, n>2).
De I'inégalité (23) découle — en particulier — (pour = &, k¥ — entier
et pour k¥ < (p—1)/n) I’inégalité suivante

(24) (P*+R)P* 4P+ +pF1— (P2 K) ] > PP 4P 4P
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Cette derniere inégalité montre que 1’égalité (15) n’est pas possible pour

(25) 1<kt
n

Mais comme les inégalités (25) coincident complétement avec les con-
ditions (16’) nous pouvons bien affirmer que 1’équation (15) ne posséde
point de solutions [p, ¥] soumises aux conditions (16’). De 14 et du lemme
nous tirons la conclusion que 1’équation (1) n’a pas de solution
[N,m,n,z,y] pour m =2n sauf [31,4,2,2,5]. Le théoréme II se
trouve ainsi démontré.

Remarque. A ’aide du théoréme I et de théorémes analogues au
théoréme II on peut traiter d’autres cas de I’équation (1); par exemple:
m = 3n, m = 4n, etc.

Enfin, je tiens, a remercier & M. A. Schinzel dont les remarques ont
permis d’abréger la démonstration du lemme.
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