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Sur une sous-classe de fonctions étoil€es
dont les valeurs recouvrent un cercle fixé

par Z. Boauckr (Radom) et J. ZDERKIEWICZ (Lublin)

Résumé. Désignons par 94, 0 < a < 1, la famille des fonctions f(¢) = ¢+ a2+ ...,
analytiques et univalentes dans le cercle-unité K et satisfaisant dans celui-ci 4 la

zf’ (ﬂ) 1
J(2)

Dans ce fravail on détermi.ne, en utilisant les formules variationnelles de Hada-
mard pour la fonotion de Green et la constante de Robin, les limitations de inf|f(s)|,

sup|f(¢)|, sup |ag(f)|: fe8Sa.
1. Désignons par 8,,0 < a< 1, la classe des fonctions
(&) =2z+a,22+...,

analytiques dans le cercle K, (ou K, = {2: |?| <r}), qui satisfont & la
condition

condition

arg ——

T
<a——
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Evidemment 8, c 8*, ol §°* est la famille bien connue des fonctions
étoilées, et §; = 8*. On sait [1] que si fe S,, f(H,) est un domaine de
Jordan. Il s’ensuit que pour toute fonction f€ 8, on a

K, cf(K)c:KM,

ol r, = inf|f(e")|, M, = sup|f(e¥)], <2r, fed,, lo nombre M,
étant fini [5].
Fixons les nombres B, ¥,0 < B <1 < M, et posons

S.(R) = {fe8,;: Kpc f(K,)},
S.(M) = {fe8,: f(E) < B,
S.(B, M) = {fe8,: Eg < f(E,) < Ky).

Evidemment on a: §,(R) =8, 8i R<7,, et 8,(M) =8, si M,< M.
Dans ce travail nous nous proposons de déterminer ’extrémum des
fonctionnelles: |f(z)|, |a;(f)|,f € 8.(R, M). Ces fonctionnelles étant con-

arg
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tinues et la classe S,(E, M) étant compacte, il cxiste des fonctions f,
f1, f: appartenant & cette classe et réalisant respectivement: sup|f(z)l,
inf|f(2)|, sup|a,(f)|. Les résultats obtenus s’étendent an cas-limite on
a =1, c’cst-a-dire & la classe S*(R, M) des fonctions étoilées.

2. Les nombres a, R, M étant fixés, 0 <a<l1l,0<R<1l< M,
désignons par U, (R, M) la famille des domaines G dont chacun contient
deux points fixés 0, ¢ (0 < ¢ < M) ct satisfait aux conditions suivantes:

1° K< G = Ky,

2° le rayon conforme intérieur »(0, @) = 1,

3° pour tout point w, €@, w,# 0, la partic commune de¢ chacune
des spirales w = woexp{is+sctg(l—a)dn}, —oco <8< 400, ot du
domaine @ est un ensemble connexe.

On sait [6] que pour tout domaine G € U (R, M) il existe une fone-
tion fe S,(E, M) telle que f(K,) = G, et inversement.

Le¢ nombre ro étant fixé, 0 < ro < 1, supposons que la fonetion f,
réalisc sup Lf(re®)|. Si sup |fo(ro€")] = q, les relations sup If (re®)| = q,

fe 8. (R, M ) entrainent 10\ r. Autrement dit: la fonctlon extrémale f,
réalise ’égalité sup |f,(re®)] = g pour r aussi petit que possible.
¢

Supposons maintenant que la fonetion 2z = h(w) effectue la repré-
sentation conforme du domaine @ € U,(R, M) sur le cercle K,, h(0) = 0.
Alors la fonetion de Green g(w, ¢, G) du domaine @ avec un pdle au point
¢ ’exprime par la formule

1—h(w)h(q)
2.1 w G) =1lo
Soit f(K,)= @G, fe S,(R, M) et sup|f(re?)| = q. Alors z= h(w)= f}(w) et
¢
de (2.1) on tire g(0, g, @) = logl [r. On voit donec que la détermination de la
fonction f, qui réalise sup|f(re*)| pour r tel que sup |fo(re®)] = q est équiva-
1t

L log | F(w)].

lente & celle du domaine G, € U,(R, M) qui satlsfalt a la condition
(2.2) supg(0,¢,@) =g¢(0,q,G,), Ge U,R,M).

Si le domaine @, est le méme pour tout ¢q € (0, M), la fonction f,: f(K,)
= @, réalise sup|f(z)| pour tout |2| =r,r» (0, 1).
De méme, la détermination de la fonctlon f, qui réalise inf |f(re)|
1.t

pour 7 tel que inf|f,[(ré*)] = —q, qe(— R, 0), est équivalente & celle
¢

du domaine @ € U,(R, M) qui satisfait & la condition

(2-3) infg(0,q,@) =g(0,4,8), GeU,R,M).

On voit donc que le probléme proposé: déterminer ’extrémum de
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If(2)], sera résolu si I’on aura tronvé les domaines G, et @ qui réalisent les
égalités dans (2.2) et (2.3).

3. Dans la famille U, (R, M) nous distinguerons la sous-classe U,,
n =1,2,..., des polygones circulairement spiralés G, définis comme il
suit:

D
(3.1) Gp =.KM—‘UWk, lgpgn’
1

ol W, désigne le quadrilatére circulairement spiralé dont la frontitre
est constituée par les arcs de circonférence

Lt w=16", a<60<p, a,p€(0,2n), R<r <M,
Ly: o= M,
et les deux arcs de spirales
w = r,exp{i(s+ aq;) —sctg(l —a)4 x},
w = 1,6xp {i(s + By) + sctg(1—a) i),

qui joignent les extrémités de I, et I,,. Nous admettrons encore que };n1,
=0, j #k

Pour tout domaine @ € U (R, M) il existe une suite {G,} de polygones
(3.1) econvergente vers G au sens de la convergence vers le noyau. De plus,
si > 1 est fixé, il existe dans la famille U, un polygone G, tel que

(3.2) supg(qu’ap) =g(0’Q90p)1 I<p<mnm.

Pour déterminer le domaine G, et le polygone @, nous utiliserons les for-
mules de Hadamard [4] pour la variation de la fonction de Green et de
la constante de Robin:

1 0 0
(33) gl 0, @) = 5 [ -g(0, 100, @) g, 4, @) on(s)ds,

0

Ine,

1 2
(3.4) oy (w,, @) = 5;[[ g(w, w,, G)] on(s)ds,
L

ou dg, dy sont les parties linéaires des acecroissements respectifs de la
fonction de Green et de la constante de Robin du domaine G, y(w,, @)
= Inr(w,, @), L est la frontiére orientée positivement du domaine @,
0/on, la dérivée dans la direction du vecteur normal, dn(s) = tp(s),
t > 0, la partie linéaire de 1’accroissement du vecteur normal. Les formules
(3.3) et (3.4) sont vraies si la frontiére L du domaine simplement connexe
G est un systéme fini d’arcs analytiques tels que les angles intérieurs
compris entre deux arcs consécutifs égalent om, 0 <@ < 2, et p(s) est

une fonction continue sur L, sauf peut-étre en un nombre fini de points.
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Tenant compte de (2.1) on obtient
0 9 ,
—g(w, ¢,F) = —log|F(w)| = |F'(w)],

on,, ONy,
d’or

0
(3.5) %9(’“’19; Q) =

|B* ()] (1 —12(0)1?)
[k (w)—h(q)[*

Des formules (3.3) et (3.4) on tire, moyennant (3.5),

y wel.

1
(36) 89(0,4,6) = o [ W (w)*H (w) bn(s)ds,
L
1 -
(3.1) o7(0,) = 5 [ W oironio)as
By = LoP@E_1ojmE

(e —h(Q)I2  le—zl*’

Nous profiterons aussi dans la suite du

LEMME 1 [3]. Supposons que la frontiére L du domaine G soit une
courbe de Jordan et que les points A, B, C partagent L en trois arcs qui
ne se rédwisent pas & des points. Alors on peut toujours choisir, parmsi ces
trois arcs, deux arcs L,, L, tels que pour des arcs quelconques 1,,1,,1, = L,
l, «¢ L,, on ait

(3.8) maxH (w) < minH(v), wel,,vel,,

o H est la fonction définie dans (3.7).

En utilisant les formules (3.6) et (3.7) nous aurons & éliminer de la
famille U, les polygones qui n’ont pas la propriété extrémale (3.2). Dans
co but nous procéderons comme il suit. Supposons que @ € U, et soit
@, 0 < t, le domaine obtenu de @ en déformant sa frontiére G (si 1—0,
on a G,—~@). Si G, e U, et g(0,q,G)—g(0,q,G) > 0, il est évident que
le polygone @ n’a pas la propriété (3.2).

4. Nous allons maintenant montrer comment procéder & la déforma-
tion de la frontiére d’un polygone de la famille U,, dont nous profiterons
dans la suite.

Soit I" Parc de spirale qui est un c¢6té du quadrilatére W, intervenant
dans (3.1), p. ex.

I' ={w: w = rexp[t(8+a,)—sctg(l—a)in], 0 < 8 < 8}

Déformons la frontiére du quadrilatére W, en remplagant son ¢6té I
par Pare de spirale I3,

Iy = {w: w = rexp[i(s + a, 1) —sctg(l —a)}n], 0 < 8 < 8},
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t > 0. Procédant de méme, nous déformons ’arc de spirale I'' qui cst le
second c6té du quadrilatére W, et obtenons ainsi le c¢oté I'y. Le coté I’
= {w: |w| = 7.} du quadrilatére W,, qui est un arc de cercle, sera déformé
en le remplagant par 'arc I’y = {w: |w| = 7,41}, ¢t > 0, dont les extrémi-
tés sont situées sur les ¢6tés spiralés de ce quadrilatére ou sur leurs prolon-
gements. Remplagant tous les e¢étés I', I'", I'' (ou quelques uns d’eux)
respectivement par Iy, I';, I}, on obtient de W, le quadrilatére W,.
Désignons par @, le polygone spiralé qui s’obtient de G, en y rempla-
cant au moins un quadrilatére W, par le quadrilatére déformé W,.
LEMME 2. Les parties linéaires des accroissements

49 =¢(0,q,6,)—g(0,4,G,), ¢eG,NG,,
Ay = ?(O’G;)—7(01G1;)7

s’expriment respectivement par les formules (3.6) et (3.7).

Démonstration. I. Considérons d’abord le cas ou la frontiére du
polygone G, contient trois arcs consécutifs: 'arc de circonférence L,
d’équation |w| = M,arc de spirale I"et ’arc de circonférence L, d’équation
lw| = 7, B < 7. Le reste de la frontiére du polygone G, sera désigné par
L.Onadonc: 8G, = L+ L+ I'+ L,.

Soit I" = {w(s): w(s) = rexp[i(s+a,)—sctg(l—a)in], 0 <385},
et soit p(s) une fonction définie sur I" comme il suit: p(8) = =+ |w'(s)],
0<8<<8y, o w'(8) =w(8)[—1+ictg(l —a)in]. Nous admettons que
2(8) > 0 lorsque le vecteur normal iw’(s) est dirigé vers ’extéricur de G,
et que p(8) < 0 dans le cas contraire. Evidemment 1’équation

w(s) =w(s)+itw'(s), 0<L8<Ks8,0<Tt,

représente I’arc de spirale I';. Supposons que p(s) < 0 et choisissons le
parametre ¢ en sorte que les arcs Iy et I, (ou I, a été défini en méme
temps que le polygone G,) aient une partie commune non vide. Désignons
par G, le domaine que 1’on obtient de @, en remplagant I’arc I" par 1'arc I, et
en y ajoutant les segments de droite I,, I, qui joignent les extrémités des
arcs I', I', 1e long des normales. Alors

86, = L+I,+ I+ I+ L,.

Prolongeant la fonction p(s) sur toute la frontiére du polygone G, et
admettant qu’elle est nulle en dehors de ’arc I', on peut représenter la
partie linéaire de l’accroissement A4'g = g(0,q,6)—g(0,¢,G) par la
formule (3.6). La différence 4'’g = ¢(0, ¢, @) —¢(0, ¢, G;) est une fonction
harmonique dans la partie commune des domaines G, et ;. En exprimant

3 — Annales Polonici Mathematlci XXXVIII.3
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du rayon conforme intérieur du domainc et de Phypothése admise au début.
Alors sur P’arc I, on a én(s) > 0, sur l,, on(s) < 0, enfin dn(s) = 0 sur
Ie reste de la frontiére de G,,. Du lemme 2 et de (3.7) on tire

’ 1 ’ 2
0 =7(0,6)-7(0,8,) = E;th (w)*on(s)ds +o(1), B =1+,
d’ou
(5.1) J 10 @) én(s)ds = [ I’ (w)*[— dn(s)]ds.
I Iy
Les formules (3.8) ¢t (5.1) donnent

[ 10 ()2 B () on(s)ds > [ b (w)[2 H (w) [ — dn(s)]ds,
ly

L

ce qui signifie que dg(0, ¢, @,) > 0, donc aussi 4g = g(0, q,@G,)—g(0,
g, G,) > 0. La contradiction ainsi obtenue achéve la démonstration du
lemme 3.

Par un raisonnement semblable on établit le

LEMME 4. Le polygone qui a la propriété (3.2) dans la famille U, est
le polygone G, dont la frontiére contient un arc de la circonférence |w| = R.

Supposons maintenant que lim@, = G, (convergence au sens de
Carathéodory), ou &, € U, et que G, ait la propriété (2.2). Pour tout
n>1 on a g(0,¢,G,)<g(0,q,G,)<g(0,q,G,), et par conséquent
9(0,4,G) =g(0,4q, él)'

On prouve de méme que le polygone @, du lemme 4 a la propriété
(2.3) pour —R < ¢ < 0. La seule différence dans la démonstration consiste
en ce que, la condition (3.8) étant remplie, on déforme la frontiére du
polygone @G, le long des arcs [, et I, en admettant que sur I, la fonction
p(8) < 0, sur Iy, p(s) > 0 et enfin p(s) = 0 sur le reste de la frontiére
de G,, en sorte qu'aprés la déformation on obtienne le polygone G, € U,,.

Observons que le domaine @, a les propriétés (2.2) et (2.3) indépendam-
ment du choix du nombre ¢, ¢’est-a-dire que

—R < ¢ < 0=infg(0, ¢, G) = ¢(0, g, 6?1)7
0<g<M=supg(0,q,8,) =g(0,¢,8), GeU,(R,M).
Comme le domaine @, est circulairement symétrique par rapport
au demi-axe positif, la fonction f, € §,(R, M): fo(K,) = @, a, en vertu
de [2], 1a propriété suivante: max |f,(re'®)| = fo(r), min |fy(reé?)| = —f(—7),
0 < r < 1. On peut donec énoncer le

THEOREME 1. §i r, <o, (M)<R<1l< M < M,, on a, pour toute
fonction f € S, (R, M) et tout point z € K,, |z| =7,

—fo(—1) < 1f(2)] < folr),
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o a,(M) — est la constante de Koebe pour la classe S,(M), f, est la fonction
qui effectue la représentation conforme du domaine G, = K,,—W,, W,
est le quadrilatére circulairement spiralé dont la froniiére est formée
de deux arcs de circonférences |w|= R, |lw|= M et deux arcs de spirales:

(6.2) w = Rexp{i(stp)Fsctg(l—a)in}, f = B(R),

qui joignent les extrémités de ces arcs de circonférence.
Comme corollaire du théoréme 1 on peut énoncer le
THEOREME 2. Pour toute fonction f € §,(R, M), on a

If(0) < Ifg (0)1,
o f, est la fonction qui intervient dans le théoréme 1.

6. Signalons encore comme intéressants les cas-limites suivants du
théoreme 1 pour la classe S, (R, M).

1°8Sir,<R<1, M,< M, on a 8,(R, M) = §,(R). La fonction f,
est alors de la forme

folz) = zexpf{[ V1—2ucost+w? ]a —1}d—u:

14w u
ol
1 4
V1 —2ucost+u? e du cos 6 — cost]°
mR==!ﬂ 1+u ]'€477’ NR)=JI”&MemY]d&

et représente le cercle K, sur le domaine @, dont la frontidre est la somme
des deux arcs de spirales (5.2) et de 1’arc de circonférence: w = Re¥,
r—f<i<w+p.

2°8i a=1, on a M, = o et §8,(B, M) = §*(R, M), on o,(M)
=r*(M) < R<1< M, est la classe des fonctions étoilées bornées, dont
les valeurs recouvrent le cercle K. Dans ce cas la fonction f, est de la
forme

(1 —0,2)(1 —052)
(1—2,2)(1 —5;2) '

- d
fole) = zexp [ W) -1155, ok ple) =

v, =%,k =1,2, et ou 0,, 0, satisfont au systdéme d’équations: f,(1)
= M, fo(—1) = —R. La fonction f, représente le cercle K, sur le domaine
G, =Ky—W,, ot W,={w: RSjw|<M,n—0<argw<n+0} et
0<b<m,

Si M = oo et } =r*(0)<R<1, SR, M) = §*(R) cst la classe
des fonctions étoilées dont les valeurs recouvrent le cercle K. Dans ce
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cas la fonction f, est de la forme:

4 [0(1+2)+29(2)])° =
(2+6)° [1+z+g(@ (@1—2)"’

0<6<2,

et représente le cercle K, sur le domaine G = {w: |argw| < 8}n}U {w:
|@| < R}. Les nombres E et 6 sont liés par la relation:

R = 4[(2+ 6)2+B(2_ 0)2—9]-1/2.

Jo(2) = g(2) = V14 (8°—2)z+22,
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