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Remarque sur la stabilité asymptotique
de la solution d’un systéme d’équations différentielles
a parametre retardé

par Z. MIKOEAJSKA (Krakdw)

Dans la présente note nous démontrons un théoréme sur la stabi-
lité asymptotique de la solution £ = 0 d’une systéme d’équations dif-
férentielles & paramétre retardé

(1) z'(l) = f(ti x(t), z(l— h)) )
ot h> 0, 2= (2, ..., @n)y = (1, ..., fn)-

§ 1. Admettons les hypothéses suivantes:
HyroTunse H,. f(t, z, y) est une fonction continue pour t > 0,

f{t,0,..,0)=0 pour >0, —co<2,y< 400,

Il exisle une fonction continue V (x) positive pour x # 0
(1.1) Vio)y=0, V(z)> _P >0 powr || =R,,
V() est de classe C* pour x # 0.

1l existe deux fonctions continues K (u), R(t, u) tlelles que

12

(12) X Vati= Vo), 0,9) < E (Vi) +R{t, V) pour 020, 130,

=

K (u) est de classe O, R(t,u) est continue pour t = 0, 1w > 0 et de classe C*
pour w> 0,120,

(1.3) K({0)=RE({,00=0 pouwr 120,
(1.-4) limE(t, 4) = oo,
U0
(1.5) Rty u)< 0, Ru{t,u)>0 pour 120, ux>0,

(1.6) Kuw)+R({E,u)<0 powr 10, u>0.



164 + Z. Mikolajska

Hyporutse H,. Pour chaque uy >0 on a

(1.7) ItimR(t, %) = 0,
(1.8) Ku)<0 pour u=0.

TuEOREME T. Sous les hypothéses H, et H, la solution duw systéme (1)
est asymplotiquement stable.

Démonstration. Considérons une solution quelconque () du
systéme (1) telle que

()| << M pour —h <t 0, x(0) #0.
Dans la note [1] nous démontré que sous les hypotheses FH, la fonction
v(t) = V(e (1)) satisfait & V'inégalité

(1.9) v(t) < w(t),
ol w(t) est la solution de 1’équation
(1.10) w'(t) = K(w(t))+r—-K(M),

w(0) = M, r=max(M,R(0,M+n)+K(M), 70 > 0 (quelconque) .

Posons par définition g = »r—K(M).
En vertu de (1.8) on @
(1.11) Kw)+po< 0 pour w>k(—o),

ot k(u) est la fonction inverse de K (u).
En vertu de (1.8) on a

(1.12) E(—o)=1k (K(_M)—'r) >k (K(M)) = M
et par suite, d’aprés (1.11) et (1.10),
(1.13) w(t) < k(—p) pour =0,

p—~0 pour M -0;

par conséquent I’inégalité (1.13) entraine la stabilité de  — 0 pour ’équa-
tion (1). Pour démontrer la stabilité asymptotique il suffit de prouver
que »(t) >0 pour {-oo.

En vertu de (1.2), (1.9) et (1.13) on a

(1.14) V() < K{o())+R(t, v(t—h)) << K(o(t) --R(t, k(~0))

pour t > 0 telles que v(¢) # 0.
Envisageons une solution z(f) de 'équation

(1.15) 2(1)= K(z)+R{t, k(—¢)), 2(0)= M.
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On a, en vertu de (1.14) (2(t) étant positive),
(1.16) 0<v(t)<2(?) pour ¢>=0.

11 suffit done de prouver que z(t) -0 pour ¢ +oo. Considérons la courbe C,
définie par ’équation

(1.17) K(u)+R({t, k(—0)=0 sur G,

c’est-a-dire
(Co): w=I(-Et, k(—2))) = g(t) .

On a pour % > g(?)

(1.18) KE(u)+R(t, k(—e)) < 0

et

(1.19) K(u)+R(t,k(—e) >0 pour u<g(t).
En vertu de (1.7) on a

(1.20) ' limg (1) = 0.

Congidérons ¢’(f). On a
g'(t) = —k(-R(t, k(—_g)_))R,(t, k(—0))
et par suite, en vertu de (1.8) et (1.5), |
(1.21) g'() <0 pour t=0.

Supposons qu’il existe un {, > 0 tel que

(1.22) z(ty) = é(.t&) .
En vertu de (1.17), (1.15) et (1.21) on a- .
Hig) = 0> () ;i

d’olt il vient E
z2(1)>g() pour £>1,,
z(t) < g(t) pour H< - -
et par suite ‘
2'(t)< 0 "pour t>1

d’ont il résulte que 2(t) est décroissante pour-t > ;. L’hypothése que z(t)
ne tend pas vers zéro pour {-oco implique ainsi qu'il existe une con-
stante a > 0 telle que

2(t) >a>0 pour t>=1,.
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En vertu de (1.20) il existe une constante 1, > {,
git)y<a pour t2>=1.
On a donc
(1.24) K(a)+R(t, k(—e) < 0.
K (u) étant décroissante (cf. (1.8)), on a en vertu de (1.23) et (1.5)
() = K () +R(t, k(—0)) < K(a) +R(t, k(—o)) = b pour 131

et par suite
a<2(t)<z(t)+b{t—1) pour =1,

b étant négatif on obtient en passant & la limite ¢ —>o0, 0 < a < — oo,
La contradiction obtenue démontre que lim z(f) = 0 et par suite,
—00

en vertu de (1.16), v(t) -0, d’ou il vient x(f) >0 pour {->oo.
L’hypothése que 0 < z(t) < ¢(t) pour 0 <t < oo donne aussi z(t) >0
pour t—co. \
Le méme raisonnement peut é&tre répété dans le cas ol 2(0)= 0
pour t =14, ou 7, > 0 est tel que @ (zr,) # 0 et v(I) < M pour 0 <t < 7.
La stabilité asymptotique est ainsi démontrée. '

§ 2. EXEMPLE. On peut considér le systéme
@'(t) = f(t, @(t) +g(t, ©(t), w(t— P))

ou les fonctions continues f(t,x) et g(t¢, x,y) satisfont aux hypothéses
suivantes:

wf(ty ») < —all2ll®, a>0,
lg(t, 2, y)l| < R(, |lyll),
f(t, 0)=g(t,0,0)=0,
Ry(t,v) <0, Ryt,v)>0,
O0<R(t,v)<av pour ov>0,1t>0,
Eﬂ:R(t,@): 0.

Dans le cas envisagé on peut poser

Vie)=T1/ D'a% = ||al|;

iﬂl

on a ainsi

nmmum=”ﬁﬁ<—wm,

x|
< B, llyl) -

|
Vax)g(t, @, y)
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I’équation (1.10) prend la forme
w=—awtr+ald,
et I’équation (1.15) devient:

a

2= —-a,z+R(t, —g).
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