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Zwerkin (1) a énoncé le théoréme suivant sur les inégalités différen-
tielles:

THEOREME 1 (Zwerkin). Supposons qu’il existe une solution positive
de Dinégalité

1) 2 (x) > a(#) 2(2) + b (@)| 2(2 —7(2))
pour A < o< co. Envisageons Dinégalité
(2) v (%) < a(x) v(2) + b(@) v(z — 7 (2))

avec la condition
(3) [o(z)] = lp@)] <z(z) pour zeE,.

ot E 4 est un ensemble tel que v —t(x)e B4 pour x > A. Dans le cas envi-
sagé la solution v(x) de Uinégalité (2) avec la condition (3) satisfait & Uiné-
galité

(4) lo(2)] < z(x) pour A< x<< oo,

Remarque 1. Le théoréeme ainsi formulé n’est pas correct, comme
le montre ’exemple donné & la fin de la présente note. Mais dans les
applications du théoréme de Zwerkin la fonction »(x) est non négative
et, par suite, dans ce cas l’inégalité (4) est satisfaite. Dans le théoreme
sur la stabilité donné par Zwerkin le théoréme 1 doit étre remplacé par
le théoréme suivant:

THEOREME 1. Envisageons deux fonctions v(x) et z(x) de classe C
el supposons que

(1" 2 (%) = a(®) 2(z)+ |b(x)| 2(x), k>0 pour >0,
(2') V' (2) < a(@) o(@)+b(x) 2(@—h) pour x>0,
(3" ()] < z(x) pouwr —hR<x<0,

(4) —z2(z) < v(x) pour >0.

() A. M. 3Bepxun, ITpumenenue meopem CPAGHEHUR K UCCACO08AHUIO YCMoGuleocmu
ypasHenuii ¢ 3anazovieégnuem, Tpyapl ceMuHapa Io TeopmH AuddepeHUnaNbHBIX YpaBHEHRMA
C OTKJIOHAOIMMCA aprymenToM, Tom VII, Mockea 1969, p. 3.
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Les hypothéses (1), (2), (3') et (4') étant admises on a
4") v(x) < z(w) pour 0<ux.

On vérifie facilement que le théoréme ainsi corrigé est vrai. On dé-
montre aussi facilement le théoréme plus général que nous établirons
maintenant.

1. Admettons les hypothéses suivantes:

HyporuEsES H. 1° La fonction f(x, y,2) est continue par rapport
a (z,y,2) pour &> 0, y, 2 quelconques.

2° La fonction z(x) de classe ¢! pour z > 0, continue pour —bh < z,
satisfait & 1'inégalité

(1.1) 2 (x) > f(», 2(x), 2(x—h)) pour x> 0.

3° La fonction v(x) est de classe ¢ pour z > 0 et continue pour
x> —h. I1 existe une fonction w(z) telle que

(L2) 9'(x) < fla, v(x), u) pour z>0 tel que v(z) = 2(w),

2(e—h)=Zu>=>w(x—h).
4° Nous avons

(1.3) v(z) > w(z) pour —h<uwm,

(1.4) z(x) >v(x) pour —h<<2<0.
THEOREME 2. Les hypothéses H élant admises on a

(1.5) z(@) >v(x) pour —h<wm.

Le théoréme 2 est presque évident. Pour la démonstration par I'im-
possible supposons qu’il existe un z,e (0, oo) tel que

(1.6) z(x) >v(x) pour —h <<y,
(1.7) 2(®) = (@)

En vertu de (1.2) on a
(1.8) V' (@) < f (@0, v(%o) 5 ) = f(@0, 2(0), u)

pour tout u tel que z(z,—h) > u > x(x,—h).
En vertu de (1.6) et (1.3) on a

2(wo—h) > v(®y—h) = w(wy—h)
et, par suite, en vertu de (1.8) et (1.1), il vient

(1.9) 0" (@) < f(“’o, 2(%o) 2(%o — h)) < 2'(2,),
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d’ou il résulte que pour é > 0 suffisamment petit on a
v(x) > z(x) pour x,— < x < Ty,

ce qui est incompatible avec (1.6). Le théoréeme 2 se trouve ainsi démontré.

2. Remarque 2. D’une facon analogue on obtient le théoreme
suivant

HypoTHESES H. 1° La fonction f(2,y,2) est continue par rapport
a (z,v,2) pour = > 0, y, z quelconques.

2° 11 existe une fonction w(z) définie pour — & < x telle que la fonction
2(x), de classe C' pour 0 < # et continue pour —#h < #, satisfait & 1’iné-
galité
(2.1) 2’ () >f(z,2(®),u) Dpour >0 et w(w—h)<u<z(@—h).

3° La fonction »(z), de classe C' pour 0 < = et continue pour —i < «,
satisfait & l’inégalité

(2.2) v (2) < f(2, v(2),v(@—k)) pour z>0.
4° Nous avons

(2.3) v(z) > w(xr) pour —h<uwm,

(2.4) 2(x) > v(z) pour —h<a<0.

THEOREME 2°*. Les hypotheses H* étant admises on a
(2.5) z(x) >v(x) pour —h<c.
Démonstration. De Phypothése que
2(@o) = v(@); X,>0,

2(x) >v(@)zw@) pour —hL <o,
il vient
&' (@) ?f(moy 0 (Zo) 5 V(2o — h)) > v’ (@)
d’ou il s’ensuit que

(@) <v(@) pour r,—d<Kr<ua,

ou & est une constante positive convenablement choisie, ce qui est in-
compatible avee la définition de z,.

Remarque 3. Dans le cas ou 1’équation
y' (@) = fle,y (@), y(@—h)
satisfait a la condition d’unicité des solutions on peut remplacer 1’iné-

galité (2.2) par une inégalité faible. Du théoréme ainsi modifié on obtient
comme cas particulier le théoreme 1. Il suffit de poser

w(x) = —z2(x), f(#,9,2) =a@)y+b(z)z.
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3. Remarque 4. Du théoréme 2* on obtient comme cas particulier
le théoréme connu sur les inégalités différentielles & parametre retardé,
dans lequel on suppose que f(z, ¥, 2) est croissante par rapport & z, v(x)
satisfait aux inégalités (2.2) et (2.4) et la fonction z(x) satisfait & 1’iné-
galité ‘

(3.1) 2 (@) = f(=, 2(), 2(x—h)).

11 suffit de poser w(v) = min(v(2), 2(z)). De la croissance de f(z, ¥, 2)
et de I’inégalité (3.1) on obtient ’inégalité (2.1) pour w(x — h) < u < 2(z—h).
L’inégalité (2.3) résulte immédiatement de la definition de la fonction
w(z).

Remarque 5. Dans la note citée de Zwerkin on trouve un théoreme
analogue a 2%, ou Dinégalité (2.1) est admise pour |u| <z(z—h) et ol
I’inégalité (2.3) ne figure pas. Une telle modification des hypothéses H*
ne suffit cependant pas pour obtenir l'inégalité (2.5).

Remarque 6. Dans ’hypothése H* on peut remplacer 1'inégalité
(2.3) par la suivante:
(3.2) w' (x) > flz, w®),w) pour u<z(@—h).

On obtinent ainsi les hypothéses H™*.

HyporrESES H**. 1° La fonction f(, y, 2) est continue par rapport
& (»,y,2) pour >0, y, 2 quelconques.

2° 11 existe une fonction w(x) définie pour —h < x telle que la fone-
tion z(x), de classe C' pour 0 <z et continue pour —h < z, satisfait
a Dinégalité (2.1) et w(x) satisfait & 1'inégalité (3.2),
(3.1) #'(») >flr,2(x),u) pour z>0,wx—h)<u<z(@—h),
(3.2) w'(x)>f(r, w(x),u} pour #>0,u<z(z—h),
(3.3) w(x) < z(x) pour =z > —h.

3° La fonction v(z), de classe C' pour 0 <z et continue pour —h < =,
satisfait & D’inégalité

(2.2) v’ (2) < f(x, v(x), v(®—h)) pour x>0
et
(2.4) 2(z) >v(z) =2 w(xr) pour —hALx<O.

TetorEME 2**. Les hypothéses H** étant admises on a
z(x) > v(x) pour —h< 2.
Démonstration. Supposons qu’il existe un z, > 0 tel que
(3.3) V(%) = 2(%o),
(3.4) - v(x) <z(z) pour —h<o<a,.
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Dans le cas ou v(2) > w(x) dans tout lintervalle —h <z <z, on
obtient du théoréme 2*
V(@) < 2(,)

et, par suite, en vertu de (3.3) il existe un nombre Z tel que
(3.5) v(Z) = w(Z),
(3.6) v(w) <w(@) pour << &
En vertu de (3.4), (3.2), (2.2) et (3.5) on obtient
w'(Z) >f(51 (%), v(Z—h)) > v'(7),
d’ou il vient que
(3.7 w(x)>v(@) pour Flax<LZ+94.

L’inégalité (3.7) est incompatible avec (3.6) et par suite w(x) < v(x)
dans tout l’intervalle [0, x,], d’oll en vertu du théoréme 2*

v(xy) < 2(®,) Dpour chaque xye [—h, o0).

4. Une autre modification du théoréme 2 est fournie par le théoréme
suivant:

Envisageons deux fonctions de classe C' pour z> —h, v(x) et 2(x)
et admettons les hypotheses suivantes:

Hyproraises A. Il existe une fonction w(z) de classe C* pour > —h
et une constante positive ¢ > 0 telles que

(4.1)' v'(x) < 2'(x) pour tout z tel que z > 0, 2(z) = v(x)
et z(e—h) >v(@—h)=w(x—h),
(4.2) d(r)<w'(xr) pour x>0 tel que w(x)—e< v(r) < w(x),
viz—h)< z2(xz—1),
(4.3) w(z)<rv(@E)<z(z) pour —h<e<0.

THEOREME T. Les hypothéses A étant admises on a pour tout x> —h

Dinégalité
v(z) < 2(x) pour x= —h.

Démonstration. Supposons qu'il existe un z, tel que
(4.4) V(o) = 2(x,), .
(4.5) v(r) < 2(x) pour wel[—h,x,).
Envisageons deux cas possibles:
(a) w(x) < v(z) < z(x) pour xe [—h, x,).
(b) 11 existe un z,¢ (0, z,) et un é > 0 tels que

v(z) <w(x) pour ze[x,—4,x,),

4.6
(6) v(wy) = w(@,).
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Considérons le cas (a). En vertu de (4.1) on a donc

v’ (@) < 7' (@)
et par suite | _
v(z) > 2(x) pour xy— 8 < v <@,

De la définition de z, on obtient

2(w) > z(x) Ppour x,— o < & < @,
et par suit_e le cas (a) n’est pas pbssible. Envisageons le cas (b). Il existe
un § <4, >0 tel que

w(E)—e< v(@) < w(®) pour we[®,—9,,)

d’ol, en vertu de (4.5) et (4.2), on obtient

v'(®) < w'(x) pour ze[r,—9, )
et par suite

w(x)—v(x) > w(x,—8)—v(®,—8) pour ze(x,— 3, ,)
d’ou, en vertu de la continuité de w(x)—v(x), il vient
w(z,) —v(®) = w (2, — 6) ~v(3,—8) >0
et enfin, en vertu-de (4.6),
w(®,) > (@) = w(@,).

Ainsi nous avons démontré que ni le cas (a) ni le cas (b) ne peuvent
avoir lien et que, par suite, il n’existe aucun point 2, > 0 tel qu'on ait
(4.4) et (4.5). Le théoreme T se trouve ainsi démontré. Du théoréme T
on obtient comme cas particulier le théoréme suivent: Admettons les

hypotheéses H:

Hyporuiises H. 1° La fonction f(z, y, 2) est continue par rapport
a (%, y,2) pour x >0, y,2 quelconques.

2° 11 existe des fonetions z(z), w(x) de classe C' pour > —h et une
constante ¢ > 0 telles que

(5.1) 2’ (x) = flx, 2(2), 2(x—h)) pour x>0,
(5.2) w'(z) > flz, w(x), w(z—h)) pour >0,
(5.3) flz, 2(®), u) < flz, 2(x), 2(x—h)) pour x>0, .

w@x—h)<u<z(z—nh),
(54) fl@,y, ) <fle,w®),w@—h) pour z>0,
tel que u <z@—h),w@)—c<y<w(z),
(5.5) v (@) < fle, v(x), v(@—h)) pour =0
tel que
(5.6) v(@) =2(8) et w(@—h)<v@—h)<z(@—h),
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ou
(5.7) w(x)—e<v(@)<<w(@),v(z—h) << 2z(x—"1),
(5.8) w(z)<v(@)<z(@) pour —h<<2<<0.

TutoriEME T. Les hypothéses H étant admises on a
(5.9) v(x) < z(z) pour x> 0.

Démonstration. Pour démontrer le théoréme T il suffit de prouver
que sont satisfaites les hypothéses A. Pour obtenir (4.1) envisageons
v’ () dans I’ensemble

{z|v(x) = z(z), wl@—h) <v(z—h) < 2(x—h)}.
On a (en vertu de (5.5))
m)gf(m;”(m)yv(m—;h)) =f(m1z(w)y”(w_h))

pour z > 0 tel que v(z) = z(x), w(x—h) < v(x—h) < z(x—h) et en vertu
de (5.3) et (5.1)
v (2) < flz, 2(2), 2(x— b)) < 2’ ()

pour z = 0 tel que v(z) = z(z), w(x—h) < v(x—h) < z(x— k), c’est-a-dire
v(z) satisfait a (4.1). D’une fagon a,nalogue on obtient (4.2),

v (@) < flo, v(a), v(z—h)) < fz, w(z), w(z—h)) < w'(z)

pour x>0 tel que w(r)—e<v(z)< w(®), v(x—h)<2(x—h). Ainsi
en appliquant le théoréme T, on obtient le théoréme T.

6. Comme exemple d’application du théoréme T on peut envisager
le cas ou la fonction f(z, y, ») satisfait aux hypothéses suivantes:
L’équation

(6.1) flz,e,¢) =0

admet deux solutions (au moins) ¢, < ¢, telles que

(6.2) fl@,y,u) <0 pour 2=>0,¢,—e<Yy <0y, U< Cy,
(6.3) f@,¢,u)<0 pour 2>0,¢, < u<c,.

THEOREME i‘o. Les hypothéses (6.1), (6.2), (6.3) étant admises chaque
solution v(x) de Vinégalité

v'(2) < f(z, v(a), (2 —h)
telle que
< v(@E)y<e, pour —h<ae<0
satisfait a Vinégalité
v(@)< e, pour —h< << oo,



8 Z. Mikotajska

Le théoréme fl‘o est une conséquence du théoréme T. Il suffit de
poser z(w) = ¢, wW(x) = ¢,. (5.1) et (5.2) résultent de (6.1) pour ¢ = ¢;
(2 =1,2). f(ws 2(w), z(w—h)) = f(x, €3, ¢2) =0 = f(@, ¢1,¢,) = f(m’ w(z),
w(z —h)), ot en vertu de (6.2) on obtient (5.4) et enfin (6.3) entraine
(5.3). Les hypotheses H sont donc satisfaites.

7. Dans la suite nous allons donner un exemple dont il résulte que
les hypothéses (5.1), (5.5), (5.8) (sans (5.2) et (5.4)) ne sont pas suffisantes

pour obtenir I’inégalité (5.9) (dans tout ’intervalle [0, oc)). Envisageons
P’inégalité différentielle

(7.1) 2 (z) = a(x)z(z)+ |b(x)|2(x—h)

et

(7.5) v'(2) < a(@)v(@)+b(x)v(z—h),

(7.8) —z(z) < (@) < 2(z), v(x)=9¢(x) pour —h<<a<0,

ou les fonctions a(z), b(x), z(z) sont définies de la fagon suivante: b(x)
est une fonction quelconque, continue pour z > 0 et non positive

(7.9) b(z) <0 pour 0< o< oo,

b(x) est une fonction continue pour z > 0, quelconques tels que

h/2
(7.10) — j b(s)ds = 1In3,
3 '
(7.11) [b(s)ds = —p< —2

hi2
et la fonction a(x) est donné par 1’égalité
(7.12) a(x) =b(x) pour 0 <<z 2h.

Dans le cas envisagé l’inégalité (7.1) admet (en vertu de (7.9)) la
solution positive

(7.13) 2(¢) =¢>0 pour —h<ax<2h

ol ¢ est une constante quelconque positive. Envisageons la fonction »(x)
telle que

(7.14) o' (2) = b(w)(v(m)-{—]v(w)])+b(w)v(w—h) pour z > 0, v < 2h,

(7.15) v(x) =3¢ pour —-h<2x<0.
En vertu de (7.9) on a
(7.16) () < b(x)v(x) +b(x)v(w—h) Ppour 0<

< 2h,
0

x
(7.17) [o(x)] = je<z(w) =¢ pour —h<<x<0,
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c’est-a-dire nos fonctions v(x) et 2(z) satisfont aux hypothéses du théoréme
de Zwerkin. Envisageons la fonction v(z). De 1’égalité (7.14) il vient que
pour z, ze [0, k], tel que »(x) >0 on a

v’ (%) = 2b(x)v(x)+b(x)c/2
et par suite

2 ‘{zb(s)ds x 6(8 b(z)dv 2 ! b(s)ds —zof b(s)ds
v(x) = %ce {afe b(s) ds—l—l} = }ce’ {‘}(l—e )+1}
2 [ bls)ds —2 [ bls)ds

—4ee® {3-e '}
pour tous les x tels que v(z) >0 et 0 <z <<h. Pour 0<a<4ih on a
B2

—2[b(s)ds < —2 [ b(s)ds, Aol
’ ° T hi2
2 f b(s)ds —2 f bs)ds
v (%) > $ce {3—%e ° }

2 { bls)ds
=3ce? {3—1e™} =0 pour 0< < }h,

en vertu de (7.10)
v(3h) =0 et v(z)>0 Tpour x< ik
et par suite v(}h) = 0 et v(x) <0 pour }h <2< h,
() = b(x)-3¢c pour }rh<z<h,

d’ou1 on obtient

v(x) = 3¢ fb(s)ds pour ih<a<<h
hj2
et pour = h on a

—2¢
o(h) =— [b8)ds < —— = —¢ = —z(h
(k) mf () 5 (k)
c’est-a-dire

[o(R)| > 2(h),

et par suite (4) n’a pas lieu pour z = h.
En posant b(z) = 0 dans l'intervalle [k, 2h] on obtient v(x) = v(h)
< —c¢ pour h < &< 2h. Pour 2 > 2k on peut poser a(z) =0 et

2(x) = c+c f]b'(m)[ds pour z > 2h,
2h

v'(z) = b(x)v(h) > —b(x)e = |b]e
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d’ou
T2 (@) —v"(w) = [b(@)| (e —|v(h)]) = |b(x)|e< O,

2(2) —v(®@) = 2(2h) —0(2h)+a [ |b(s)|ds = c—v(h)+a [ 1b(s)lds.
2h 2h

Dans lintervalle [2h, 3k] on peut définir b(x) de telle facon que

3h

[ ib(s)ds > —

2k

c—v(h)

et par suite
2(3h) < v(3h).

Ainsi, dans notre exemple I'inégalité (5.9) n’a pas lieu pour z = 3h.
La fonction f(z,vy,u) = a(z)y+ |b(z)lw satisfait au hypothéses (5.1),
(5.5) et (5.3) les fonctions w = —z(x), v et z satisfont aussi & ’hypothése
(5.8). Il ne manque que l’inégalité (5.2) pour la fonction w(zr) = —=z(x)
et la condition (5.4).

8. Remarque 7. De la démonstration du théoréme T il est évident
que l’inégalité (4.1) peut étre admise seulement dans 1’ensemble

(0) {2|x>=0,2(x) =v(@),2(&E=0v(E)=>w() pour 2> £ > x—h}.

Du théoréme envisagé il vient que 1’ensemble (w) est vide.

Remarque 8. L’inégalité (4.2) peut étre admise dans 1’ensemble
suivant:

(@) {@l@>0,0(2) = w@),v(@—h) <z2@—h)}.

Du théoréme T ainsi modifié on obtient le théoréme suivant.

HyroTHESES H,. Les fonctions f(z, v, ), 2(x), w(x) et v(x) satisfont
aux hypothéses 1°, (5.1), (5.2), (5.3), et & (5.5) dans ’ensemble défini par
(b.6) et dans ’ensemble (w,). Au lieu de (5.4) supposons que

flz, w(), u) < fle, w(@), w@—h)) pour x>0 tel que u<z(w—h).
THEOREME T,. Les hypothéses H, étant admises on a
v(z) < z(x) pour x>=0.

Comme exemple d’application du théoréme T, envisageons I’iné-
galité suivante

v (2) < g(w, o(@) v(z—h))+r(w, v(), v(@—h),
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ol g(x, y,u) et r(z, y, ) sont continues pour x> 0, y, v quelconques
gx,a,u) =0 pour x>0, r(z,b,u) =0 pour >0,
r(z,a,u) < (b—a)(a—u)(u—>b) pour b<u<a,z>0.

gz, b, u)< (b—a)(u—>b)(a—u) pour u<a,
b<vir)<a pour —A<<ax<O0.
Dans les hypothéses envisagées on a
(N) v(g)<a pour x> 0.
Pour démontrer V'inégalité (N) il suffit de poser
f@,9,u) = (y—a) (u—b) (a—u)+(b—y) (a—u) (u—1),
2(z) =a, w(zx)=>.
On obtient ainsi, pour z satisfaisant a (5.6),
v'(z) < g{z, a,v(@—h))+7r(z, a,v(®—h) =7z, a,v(®—h)
< (b—a)(a—v(@—h)) (v(x—h)—b) = f(z,a,v(x—h)) <0
= f(z, a, a) = 2'(x).
D’une facon analogue on obtient pour ze w,
v'(®) =g(z,b,v(xz—h)) < (b—a)(u—>b)(a—u),
w' () =0 = f(z, b, b) =2'(x).
On vérifie facilement que
f(x, ayu) = (b—a)(a—u) (u—b),

f(@, b, u) = (b—a) (v(z—h)—b) {a—v(xz—P)),
d’olt on obtient

flya,u)<0 =f(r,a,a) pour b<u<a,
flz, b, u) < <a
Les hypotheses H, sont donc satisfaites et par suite

0 =f(x,b,b) pour u

v(z)<a pour z=0.

Dans ’exemple envisagé il n’est pas possible d’appliquer le théoréme
bien connu sur les inégalités différentielles & parameétre retardé dans
lequel on suppose que f(z, ¥, #) est croissante par rapport & u.

Regu par la Rédaction le 20. 6. 1970



