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Le Spectre de singularit¢ d’un germe d’hypersurface complexe de C” est un
invariant trés important dans la théorie servant des singulariiés. Les formules
servant a calculer le Spectre ont été construites pour les cas non-dégénére et
quasi-homogéne dans [V] (avec n = 2), [St] (avec n genéral), et pour le cas
irréductible de n = 2 dans [S]. Dans [T], I'exposant d’Arnoid de dimension 2
est estimé par la topologie de la courbe.

Dans le présent travail on présente quelques remarques sur le Spectre
pour le cas n=2: la formule de l'exposant d’Arnoid, celle de la partie

correspondante H°*@H'? du Spectre et on énonce une conjecture sur la
partie correspondante H°@®H'!.

1. Rappels (cf. [M], [V], [St]D)

1.1.  Soient f: (C", 0) —~(C, 0) un germe de fonction holomorphe en un
point critique isolé; T' = T— 0! un petit voisinage épointé de 0e C:

*: Hn—1= U Hn—l(j‘-—l(t), C)_'Tf

teT”

(rcsp‘ f*; I-I"_1 = l:"].'Hn_I(f_l(t‘). C) _'T’)

fe

Ja fibration cohomologique (resp. homologique) de Milnor de f.

Soient we 2" une nHforme holomorphe dans un voisinage de 0= C"; w/df
une (n— 1)-forme relative de Leray qui est définie, holomorphe, et fermée sur
les fibres f~1(1), r # 0, donc lapplication t r—classe [w/df Je H (1. C)

définit une section s [w] de la fibration f*. D'aprés le théoréme de Maigrange
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(cf. [M] et [V]) il existe des sections Ay, de f* telles que

n—1 1
slol=Y Y T 5Anrlognt.
Aed cxp(a—>21_ﬁ|;)=ﬂ. k=0""

C'est-a-dire que pour chaque section localement constante é(t) de la fibration
homologique de Milnor f, on a le développement

1
SLwl(0), 56> = - f% = SET gk Gog

. 80
Alors AL est définie par

(A (1), 0(1)> = a e C.

1.2. Soit x(w) le minimum des ae Q, exp(— 2mia) = A tels que au moins
I'une des sections Ag, (¢} n'est pas identiquement nulle. On pose

Smax L] (1) = 2 [ Ay () + ... +

1 n—1 40
(n—1)! (logt)"™ " A7_ 1 a(e]
et on dit que c’est la partie principale de s[w](?). Soit S (a) I'espace vectoriel
de toutes les sections (de f*) de la forme s, [®], ou weR" et a(w) =a.
L'égalité

Smax LJ@] (1) = 5, [0] (1)

définit linclusion S(x—1) < S(a).

L'ensemble S,(X, 0) de tous les nombres a tels que S(ax—1) # S(a) est
appelé “Spectre” de singularité de (X, 0) =(f""'(0), 0). Si a€S,(X, 0) on
pose d(a) = dim¢ S{a)/S(a—1) et on appelle d(x) multiplicité de a.

On note

Be(f, 0) = 1 + mina(w),

ce qu'on appelle exposant d’Arnold (complexe) de f (ou de X, 0) [A].

1.3. Soit H TI'espace vectoriel des sections multiformes globales du
systéme local formé par les H" '(f " '(t), C) sur T'. Si Ag A est une valeur
propre de la monodromie, on note H, le sous-espace propre généralisé qui lui
correspond. On a donc H = @ H,. Soient (W) la filtration par le poids de la
monodromie de H et (F) la filtration de Hodge de Steenbrink [St]. On
définit les exposants de singularité de f comme les éléments de

Exp(f, 0) = {&,, ..., d,| @,€Q,0 <& <n)
tels que

dim-Grf H; = # la;| exp(—2nia) = 4, [&;] =1+6(1—A)—p}
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ou u est le nombre de Milnor de f; Grf H, le terme de degré p du gradué
induit sur H, par la filtration (F); [@] = max (ke Z| k < a} la partie entiere
de a; enfin §(-) est la fonction de Dirac (cf. [St], [S]).

Remarquons que ;e Exp(f, 0) si et seulement si a; =a;—1eS,(X, 0)
(cf. [V]). Comme H = ®H™, ou H™=GrfGr) H, on peut répartir les
a;c Exp(f, 0) (donc les a;eS,(X, 0)) en deux parties: I'une correspond a
@ HP4 Tlautre correspond a4 & HP9.

P#y P=q

2. Diagramme d’Enriques et semi-groupes |m;(¢)}, ¢ €C |x, y‘}-

21. Soit (X, 0) = (C? 0) un germe de courbe plane analytique définie
par une fonction réduite f €C {x, y!. Soit @: (Y, E) =(C?, X) la résolution ae
point singulier 0 €C? de f, c’est-d-dire que Y est une 2-variété lisse; @ est une
application propre analytique qui est isomorphe sur Y—¢ '(0); E
=(fo®) '(0)= |J E; est l'union des courbes lisses dans Y qui se sont

20
Croisés normaux. ?di“(O) = (J E; sont les diviseurs exceptionnels de @; E,
21
la transformée stricte de X, q;IEo: E, — X la résolution de X; @ s’obtient par
une composition d’'un nombre fini d’éclatements).

On appelle le diagramme d’Enriques I'(X) de X un graphique oriente a
poids des sommets E; (avec le poids m, = multiplicité de Ez) et on a une
fleche E; «— E, si et seulement si > 0, E, s’apparait par un éclatement du
point de E; et E,nE; # Q.

Par exemple le diagramme d’Enriques de X = {(x°~y*)(y*-2y?x?
—4yx® +x°%—~x") = 0} est le suivant:

1Ms—— 33 «—1

2.2. Remarques. 1. Le diagramme d’Enriques d’'un germe de courbe
ne dépend que de sa topologie. Par exemple, dans le cas irréductible on peut
le construire a l'aide des exposants caractéristiques de Puiseux (n, §,, ..., 8,)
de la courbe donnée comme il suit (cf. [D], [S], [L], [Y],...):

Ry R,
\\' \
\ X
Rye— <— Ri=— - Ry

ou Ry, = Ry = n (multiplicite de la courbe).
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Ri=Rie" Ve = [Ri_\+fi— B Je" Ve,

e(O)

=N, e('-.‘ = ppCd (", /il, ey ﬂ‘)

4
De plus, si 'on pose I'(X) = |J I,(X), alors I',(X) contient les divis-

v=1
eurs figurant dans les éclatements de la résolution de la v-éme paire de
Puiseux (/,, n,) qu est definie par

I\; =El_ I_v ___nv—l(ABv_ﬁv—l) ” n):l
n, n o, n oo ’

Plus precisement, si

L =aj+ ———;—, a eN,
' ay+ . 1
a,
Ky
est T'extension [ractionnelle continue de [ /n,, alors I' (X) contient Z a les
i=1

k

.
sommets |E}| I<i<k I<j<al) et () a'—1) les fleches

i=1
E.‘vj“"E:j.'.l, liigkv,lgjga:-—l.

EiweEliz,, 1<i<k,-2

(saufl I (X) est ajoute par le sommet dernier-transformeée stricte).

2. Dans le cas irréductible, on peut définir une fonction d’ordre sur le
diagramme d’Enriques ny: I'(X) - N par

v—1 ky i—1
nx(Ep)= 3 Y ai+ ) a+j, 1<i<k 1<j<aq.

r=1k=1 k=1

On note @;; la composition de ny(E;;} des eclatements premiers qui fait
apparait Ej;.

3. Dans le cas general. pour tout diviseur EcT'(X) il existe une
branche X; de X et un diviseur E; €I'(X; ) tel que suppE = suppE; . De
plus. les deux diviseurs E,eI'(X,), E;e I'(X,) définissent le méme support
d'un diviseur E=T(X) si et sculement si pour tout E;el(X,) tel que
ny (BN <y (B 1l existe E>el(X,) tel que ny,(E3) =ny (E) et
ny, (E}) = ny, (E3). Donc, dans le cas général, on a une [onction d'ordre partiel

sur le diagramme d’Enriques. Cette fonction sera utilisée pour démontrer le
théoréme suivant:

2.3. Tueoreme. Soient E. s T'(X), oeC'x, vi. m, (@) la multiplicite
de @ sur E ., (i.e. muitiplicite de @ 0@ E, ) alors \m, (@)}, @ €C \x, y}, est un
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semi-groupe qui ne depend que des exposants de Puiseux des branches de X.
Démonstration.  Soit C < Y une courbe lisse qui traverse E, et dans
un voisinage assez petit de UE,, Y ne coupe pas E; pour tout B # %o,

cest-d-dire

(C,o Ey=1, (C,y E)=0
On a

’nyo ((p) = (670 : E?o) ”1}'0 ((p’ = (C~y0 'Z mﬂ (QD) Eﬂ)
]

=(®(C, ) (¢ =0)).
Donc }m,o(qo)' @eC |x, y!, est le semi-groupe des nombres d’intersections de
C., = fD(Cm)

Soit X, une branche de X qui a un diviseur E}' el (X,) tel que

suppE}! = suppE,,. Par définition,

v—1 k; i—1
nx(E,) = nx, (E}}) = Z Z a! + Z a;' +j
r=1k=1 k=1
ou

oo I

I = a; +— -

n, ri
az 4 +_1__

4%,

est l'extension fracticnnelle continue de la r-€me paire de Puiseux de X,,
r=1,2.....q,.
Scient %], n%le N tels que (I%], nk)y =1 et que

b !
WAt
vij vl |
at- +——1
a,-"fl-i-—,
!
On pose
Bo(E,) = ni-n} ...no_ nkj,
l
By (E, ) = folEyg) - =iy .om o,
ny
: Iy
ﬁ‘-l(E,o) Bo (bio)( -t ;{_ n\__l)

—1.,! 1 *1 1
=lt-ny .. oniogn%i+ o+l ki,
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i lh-1 1%
ﬁv(Eyo) =BO(E)'0) n_i+ S 1 1 + 1 1

*1
n ... | nl. R (e n‘,;_f

_ 1,1 1 *x1 1 *1 % L
=hn;...ong_ynfi+ o+ Lo nki+ I

(ie. Bo(E,), ..., B,(E,,) est la suite des exposants de Puiseux qui corres-
pondent 4 la suite des paires de Puiseux (I} nj).....(h-,, ni_y), (1%, nkh)
Soit (C, 0) < (C2, 0) un germe de courbe de type topologique définie par

les exposants de Puiseux f,(E,), ..., B,(E,)) (Bo(E,,) étant sa multiplicité}.
Par la définition de B;(E, ) on a:

Sidy: Y- (C%O0)la rcsolutlon de (C, 0), alors @, et ;' ont les mémes
centres d’éclatements, donc (C, Q) et C,, = : Py (CVO) le méme type de topolo-

gie. D’aprés [Z] le semi-groupe des nombres d’intersections de (C,, 0) (avec
le méme .myo(qo) ¢ € C{x, y}, que précédamment) est égal a celui de (C, 0)
donc il admet comme base les générateurs ﬂo(Eyo), oy BUE yo) définis par

ﬁO(Eyo) = BO (Eyo)s ﬁl (EYO) = ﬁl (EVO)’ e
'y Br+l(Ey0)=nrﬁr(Eyo)"ﬂr(Ey0)+ﬁr+1(E)-O)a r= 1: 25 AKX v—1. D

3. Le Spectre de singularité d’'un germe de courbe plane

3.1. LemMME. aeSp(X, 0) si et seulement s'il existe une 2-forme we Q?

telle que
+1
_Ial — rnjn {M__ l}.
8 g

En particulier, acSp(X, 0)n(—1, O] si et seulement s'il existe we Q?* tel que

mg (w)+ 1

—1,<0 et o=minog(w)).
My B

min {aﬂ (w) =
p

Preuve. D’aprés [V], Sp(X, 0) est inclusif dans (—1, 1) et symétrique
par rapport au centre zéro, donc il suffit de considérer les nombres —1
<a <0. Soulignons que si a(w)<O0, alors S(x(w)—1)=0, donc
a(w)eSp(X, 0) par définition. Le lemme (3.1) une implication des deux
lemmes (4.6) et (4.8) de [V] qui affirment que

m‘,,(oo)+l__1 > 1
mg ’

(1) a(w)= min{

[/

mg (w)+1
Mg

(i) Si min{

—1} 0, alors a(w) = minag(w).
]

[

3.2. CoroLLAIRE. Soit M, la multiplicite de la restriction sur Eg du
déterminant de Jacobi de la résolution @: (Y, E) —(C?, X), alors lexposant
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d Arnold est defini par

Be(f, 0) = min{M"“}.

] Mg
(1M} sont les invariants topologiques de X (cf. [L])).

Preuve. Le lemme (3.1) affirme que a(w) < 0 si et seulement si a(w)
= min {az(w) < 0}. Par définition B.(f, 0) = 1 +minSp(X, 0), donc
8

Bc(f, 0) = 1+ min {ag (w)].
f.o

Remarquons que my(w) = 1+ Mg+ my(p) avec w = ¢dx A dy et minmg(¢)
B

= 0 pour tout f, alors on a (3.2). O

33. THeoreME. Soient (E?), vEN,, les “bifurcations” du diagramme

d Enriques de (X, 0) =(C?, 0) (C'est-a-dire que E° se croise avec au moins

trois autres E,, E2, E2} ...) et m\ = multiplicité de E, (i=0,1,2,3,...).
Alors on a comme partie correspondante H°' ®H'® du Sp(X, 0), 'ensemble

cmi, |cm
| —=|)=2}.
.-g‘o(M‘v’ [m?]) }
Démonstration. D’aprés [St], [S] on a

HO' = ) H° (Pl, ¢ (Zﬂ (ﬂ_[ﬂ])_z))
ceN,p21,0Scsmg—1, ¥ mg Mg

exp( — 27u'c/m5) =4

on Y= ¥ . Mais

Y Eyr'\Eﬂ#Q’)

c
SSp(X,0 = U {a =+ (mo—-l)

veNg v

C sl k=0,
Q@ si k#0

(cf. [Se)), alors HS! ne dépend que des “bifurcations” de I'(X) et on a (3.3) en
tenant compte de la symétrie du Spectre et de la dualite de la filtration de
Hodge de Steenbrink. O

HO(P!, € (k)) ={

Remarque. En fait on a utilisé dans [S] la méme formule de H}' pour

le cas irréductible de dimension 2 et obtenu tout le spectre, puisque dans ce
cas H°® = H'! =0.

34. ConecTure. Soit NSSp(X, 0) la partie correspondante H°@H!!.
Alors « €NSSp(X.0) si et seulement s’il existe {f/17, Eﬂijﬁj+1 # Q;

) _ . y
B'. B"eN, et des entiers ki, ..., LJW-) tels que
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1+Mﬂj+):k{5{

—|x|+1 = <1 pour tout ¢,
nig

ou Bi. i= 1,2,...,\'(‘[)"') sont les générateurs du semi-groupe '.mﬂj((p)},
peC'ix, y! (cf 2.3).

35. Exempies. 1. X = (x2—y?)(x’—y%) =0}, u=11 (Exemple de
A’Campo [A")).

S 10— 1
P

¥

&

5 =—— 10 <1

SSp(X, 0) = + \1¢, 7o)  (daprés 3.3),
NSSp(X, 0) =10, +3) (d’aprés 3.4).

Donc on a le resultat de [A'].
2. X="'103=-y(x3 =y =0, u=27.

8 - 2f{ -——1

Sat— 15 =— 1

Puisque X est non-dégénérée, en utilisant la méthode de Varchenko-Steen-
brink sur le polygone de Newton on a

k1 .
Sp(X, 0) = i%O, R 1—5} ou
k=1,2,4,58,10,11,13,16;1=1,2,4,7.

On obtient le méme résultat en utilisant (3.3) et (3.4):

k1
= _ — ) = 2 4 . = .
SSp(X, 0) i%%, 15} on k=1,2,4510,11,13;1=1,2,4,7

k
NSSp(X,O)=i%O,ﬂ} on k=8, 16.

X = 0=yt =22 —dyx® +x—x7) = 0]. u =43 Daprés
{(33) on a

9\ 20{——' 1

§ -—18 «——- 30 -«-—— 1
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39’ 18
k=1,2,3,...,9,10,11, 12, 14, 16, 18, 20,22, 24; I = 1, 7, 13.

Comme p =43 et # SSp(X,0) =42, on a # ,Sp(X, 0)—SSp(X, 0! =1. Or
Sp(X, 0) est symétrique par rapport au centre zéro, d'oll

NSSp(X, 0) = {0).

kK 1
SSp(X., 0) = _% }

On a le méme resultat en utilisant (3.4).

3.6. L’auteur remercie beaucoup M. Merle et T. Yano pour leurs
précieuses discussions, ses remerciements vont aussi 4 Le. D. T. pour ses
encouragements.
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