COLLOQUIUM MATHEMATICUM

VOL. LVII 1989 FASC. 2

UNE REPRESENTATION POUR LA SERIE DE DIRICHLET
ENGENDREE PAR f(WwM), OU f EST MULTIPLICATIVE

PAR

ARMEL MERCIER® (CHICOUTIMI, QUEBEC)

1. Introduction. Soit n et m des entiers positifs et désignons par (n, m) le
plus grand commun diviseur de n et m. Vaidyanathaswamy [5] a caractérisé les
fonctions multiplicatives f, qui vérifient I’équation

Sm) =3 g f(n/d)f(m/d),
d|(n,m)
et qui est appelée identité de Busche—Ramanujan. Lorsque g(d) = u(d)h(d), ou
u est la fonction de Mobius et h désigne une fonction complétement
multiplicative, les fonctions f vérifiant Pidentité ci-dessus sont appelées
Jfonctions spécialement multiplicatives [3]. Plus récemment, Faiziev [1] a ob-
tenu, en utilisant la décomposition en facteurs premiers, une démonstration
assez laborieuse de ce résultat lorsque '
S () =a(n) =} d".
din

Dans le présent texte l'identit¢é de Busche-Ramanujan sera obtenue
a partir de la représentation d’une série de Dirichlet et cela constitue une
démonstration trés simple de cette identite.

Ainsi pour des entiers positifs 7 et M nous étudierons la série de Dirichlet

> Sormn,

ou

f(n) =3 g(d)h(n/d)

din
et g et h sont des fonctions complétement multiplicatives. Lorsque r = 1, on
[o o]
a la représentation de la série de Dirichlet ) f(nM)n~* qui est équivalente

n=1

a celle de
a0
MY f(mns
n=1
n=0(M)
* Travail fait dans le cadre de la subvention CRSNG A-3508.
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et qui correspond a une étude déja faite [4]. Notons enfin, que pour une série
de Dirichlet, nous désignerons par g, son abscisse de convergence absolue,
lorsqu’elle existe.

2. Les principaux reésultats.

LeMME 1. Soit f (n) = ) g(d)h(n/d), oti g, h sont des fonctions complétement
multiplicatives. Soit a, k des entiers positifs. Alors on a

fe"N =N fP)-9@h@)f P~ ")

et de plus pour tout i =2 on obtient

S @) = fp°t 7N (p) + K (p) — g* (D) () f (p°F 7M.
Preuve. Pour la premiére partie on utilise I'induction sur k tandis que la
seconde partie s’obtient par induction sur i.
THEOREME 1. Soit g et h des fonctions complétement multiplicatives telles que
fmy= ;g(d)h(n/d)-
din
Alors pour tout entier positif r et M et pour ¢ > a, (6 = Rs) nous avons
SfM)  Zg(m) & W) Q& lumlg(mh(n) f(n"?)
=X L L

z s S s s
n=1 n n=1 n n=1 n n=1 n

u(®)g@)h@ f (&~ ‘)t"]
Y. g@dh@d)f (@ *d™*]

djt

X2 [f (M]1)
t|IM
Ici il est entendu que f(n"~2)=0 si r=1 pour n> 1.

Preuve. Puisque la fonction f(n"M)/f (M), f(M) # 0, est une fonction
multiplicative de n, alors pour ¢ > o, on a

o /(" M)/ f (M)
5 L
_ 1—[(1Jrf(Mp')/f(M)+f(MP2')/f(M)Jr )

g » ez

f®) f(p") ) ( S (Mp)/f (M) )

= [1{1 D fETEALLAL) PR )
ﬂ:( T T ﬂ, A
Posons x = p™* alors, en utilisant la définition de f, on obtient
S Hh@)x)

1-h(p)x

(1)

n=1

r. r — 1
L+ f@)x+f(@*)x*+...= l—g’(p)x<l

Ainsi en posant B(n) = g(n)h(n), on a finalement

1 —h@)F ') —f (" )]x
— @)+ K (P)x+ B (p)x*’

1+ @)x+ f(p*)x*+.
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et puisque

1-h@)[K ' @)—f (" N]x = 1+ B@)f (" ?)x,

alors pour tout r > 1 nous avons

] _ 1+B(p)f (" H)x
@ JI+f@)x+f@™)x2+..)= l;[‘<1_(gr(p)+h’(p))x+B'(P)x2).

riM

Il suffit maintenant d’évaluer

r 2r
o m ( LMY 00 S0, )
pIM p

Supposons que M = p“..., alors (3) est équivalent a (p°|| M signifie que p“|M et
pa+ 1 * M)

I (1+f(p"*’)/f(p")+f(p“”’)/f(p“)+ )
" pliM P p* '
et ainsi il suffit (x = p~*) d’évaluer

f (pa + ir)
IZO f (pa)

que nous noterons par I. Or on peut écrire

f(pa+r) f(pa+lr) i
7 T E T

d’ou en utilisant le lemme 1, on obtient

Wil £ (pr+a-ry
7o) ”izz[ 70

et finalement on a

I=1+

[ B()f (¢** 2")]

@)+ @)- )

| L1 0Ne @+ P)
$IC /@)
& 109 =G @)+ FE)x+ B 7>

En conséquence, (3) devient

S-S )(g '(P)+h'(p))

1
@) Il ¥ S ()
e\ 1-(@@+K@)x+B@E)x* )
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et en remplagant (4) et (2) dans (1) on obtient
) i S Mr)/f (M) _ I ( 1-h@)F~'()-f @ H1p~* )
1-(F@+H@)p~*+B(P)p™*
f(p" - f(P")(g'(P)+h’(P))

S
n=1 n pIM

0 2
Ain\ I-G@O+F @) +B@p >

1 ( l—h(p)[h"‘(p)—f(p’“)]p")
S \I—(F @)+ K@) +EG)p >
SE- 10O+ E)

@)
"ﬂu( I-h@)H o)~ ¢ 1P )

Or
1—-(F"(p)—h@) f (@™ Y)x = 1-(g @)+ @) —f @))x,

d’ou

1+

LSOO, (L),
&) e T
T P i PR e PRy P

et en utilisant le lemme 1 on obtient

[ =S @) D)+ R @)

" /) o BOSE )
H D@ x| TG+ BE @ )]
BO)S ¢~/ ("~
- Tl - e |

En utilisant cette derniére identité et en notant que

n(l —h@F ) f(p~ 1)]p“') Zf(n')
1-(g@+r@E)p°+B@EPp~*) = n

on obtient
1) _ % 10 BRI
R U |

n=1 n=1 n’ PelIM
Mais

o BOSEIG ) _ KOBOS e
,%(f ") 1+B(p)f(p"2)p") %(f (M/t)Zlu(d)lB(d)f(d'")d”)

djt

_ u@)B@) f (¢~ 1)t"‘)
= ,.§(f MO B@ @ D)

dit
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d’ou on obtient

©) i fM) _

ns

Ma

) ue)B() £ (¢ “)t")
] n z»:{(f(M/t)ZB(d)f(dr—Z)d—s -

dit

n=1 n

Puisque, pour ¢ > g,

i S () n( 1-h(p)[ "‘(p)—_f(P'"’)]p:’)
* S \1-@+F@E)p+B(pp*

l—[( 1+B(p) f(" ))p~* )

» \(1—g'@)p ™) (1=K (p)p~?)

o g & h’(n)n(l_'_B(p)f(p"z))

st WSy W, P’

_ Z g'(m) i Kn) & 5 lu(m)|B(m) f (n"z)’

nlnnlnn=l n

n=1

alors on obtient le résultat demandé.

En posant r = 1 dans I’équation du théoréme 2, on obtient facilement le
résultat suivant (identit¢ de Busche-Ramanujan):

COROLLAIRE 1. Soit g et h des fonctions complétement multiplicatives et soit
f =g=h. Alors pour tout entier positif M on a

feM) = 3, wdB@) [ (n/d)f(M/d).

di(n.M)
On a aussi le résultat suivant obtenu par Gétze [2].
COROLLAIRE 2. Pour tout nombre complexe k et pour tout entier positif M, on a

i oy (n* M) _ {(s){(s—K){(s—2k) ¥ 1(t)or(M/t)a, (t)
e ((2s—2k) ~  m os-x(t) ’
ou R(s—1) > max{0, R(2k)} et { désigne la fonction zeta de Riemann.
Preuve. En posant r =2 dans I'équation du théoréme principal, on
obtient
2 © © B2
§ LM _ 2 605 K 0§ gt hte)

(9O f O
",.};(f M= s @hdyd )

djt

n=1 n n=1 n=1

et en observant que

i lumin*  L(s—k)
oy o (,’ (2s—2k)
on obtient le résultat.
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En posant M =1 dans (6), on obtient

$ 100 _ i i (d’f"("/ ? £ lgh(r) 7~

S
n=1 n n n=1 n

et ainsi on peut énoncer le résultat suivant:

THEOREME 2. Pour tout entier positif r et pour toute fonction arithmétique
f =gxh, oti g et h sont des fonctions complétement multiplicatives, on a

@)=Y n@gdh@d) f(d~?) Y, g'(e)k (n/de).

din el(n/d)

En particulier, on a

o(n') = Y dlud)o(d*)o,(n/d).

din

COROLLAIRE 3. Pour x— o0, on a

{r+1) w1 Z |p(n)|cr(n' 2)+O(x'+l/2) sir>2,

r+l
Y o) =<, "
2. O 3, ooions) o
3@ + O(x*logx) sir=2.

Preuve. D’aprés le théoréme 2 on a, pour r > 2,

Y o)=Y Ydlu@lo(d?)o,(n/d)

n<x n<xd|n
= Y du@dle@d?) 3 o,k
d<x k<x/d
_fr+1) lu(d)o(d 2 Iﬂ(d)lﬂ(d' %)
T O o[ 3 M)

Or pour n> 2, a(n) <n*12, dou

a2 1 )
Zlﬂ(dzr—_(l)s Y W«x”z sir>2,
d<x d<
-2
5 W@ _ 5 WO 100, iy
d<x d<x
et
lu@lo@™?) _ 1
dgx d' = dgx d3,2 <3 112

Ceci compléte la preuve de ce résultat.
Pour terminer mentionnons que pour toute fonction multiplicative f
définie par

f () =Y g(dp(n/d),

din
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ou g est une fonction complétement multiplicative, on peut montrer facilement
que, au lieu d’obtenir une équation semblable a celle de Busche-Ramanujan,
on obtient, pour tout entier positif n et M, la relation

ffM)= 3 p@dfnM/d).

di(n,M)

Enfin, il est possible de montrer que sous certaines conditions, cette fonction
f satisfait aussi une identité semblable a celle de Busche-Ramanujan, et est
appelée identité restreinte de Busche—Ramanujan (voir [3], p. 52).
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