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Unter den Problemen der nichteuklidischen Geometrie fand die
Frage nach der Inhaltsbestimmung von Polytopen noch keine erschop-
fende Beantwortung. Wird in einem n-dimensionalen euklidischen Raum
eine Hyperkugel vom Halbmesser 1 durch die Vektorgleichung 12 =1
beschrieben, so entsteht auf ihr eine (n — 1)-dimensionale elliptische
Geometrie. Ein n-Tupel von Einheitsvektoren g, mit » — 1,...,n spannt
ein n-dimensionales euklidisches Simplex auf, dessen Volumen L, +# 0
vorausgesetzt werde. Nach Schlifli [4] kann man bekanntlich dem
auf 12 =1 gelegenen nichteuklidischen Simplex, welches durch die
Endpunkte von r,,...,r, bestimmt ist, (n — 1)-dimensionales Maf
(n8,) zuordnen. Das totale Differential dieses VolumenmaBes wurde
als Linearform in Differentialen der Keilwinkel dargestellt (vgl. [3] und
[4]). Die noch ausstehende Integration jener Differentialform wurde
erst in den letzten Jahren durch Coxeter [2], Bohm [1] und andere wesent-
lich weitergefiihrt.

Der in Schliflis letzter Arbeit iiber unseren Gegenstand entwickelte
Ansatz gibt durch die Theorie des Quotienten 8, /L, einen weiteren Zu-
gang zum Problem der Inhaltsmessung in nichteuklidischen Ré#umen.
Schlifli gab in [4] fir S,/L, den Ausdruck
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wo xj; das Quadrat des euklidisch gemessenen halben Abstandes zwischen
den Punkten P; und P; bezeichnet. Durch partielle Integration erhilt
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man hierauns die Reihendarstellung
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was man wiederum als Residuensumme des (g) -fachen Schleifenintegrals
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erkennt, wobei t, =1, und ¢, =0 gesetzt werden soll. Wir trachten
nun danach, mit Hilfe der beiden Formeln '
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mit Ree > Reb > 0 und 0 < are(z—1) < 2=,

ot
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moglichst viele Integrationen in (3) auszufiihren.
Im ersten Schritt setzen wir in (3)
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und wenden (4) an. Nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge
setzen wir nacheinander

bn = U, 1+Zf@':“ (”=17---7’"'“‘2)
mit jeweiliger Anwendung von (5). Wird in den drei Zeigern {g, m; v},
g=20,1,..., als Kiirzung eingefiihrt
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mit der stets erfiillten Ungleichung xy, << 1, so lautet das fiir n = 3
entstehende Ergebnis
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Fiir #» > 3 lassen sich (4) und (5) auf die gleiche Weise nochmals
anwenden:
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nebst (4) und
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mit mehrmaliger Anwendung von (5). Nach diesem weiteren Reduktions-
schritt und (6) ergibt sich fiir n = 5
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Hier 148t sich das reelle Integral (4) wegen der Zusatzbedingung
Rec > Reb > 0 nicht weiter einfithren. Wenn wir jedoch im Integral
beziiglich t,, das Residuum bei 0 abspalten und die Schleife nur noch
um den Punkt 1 herum legen, lassen sich (4) und (5) in der beschriebenen
Weise weiter verwerten [5]. Nach diesem dritten Schritt erhalten wir

z.B. im Sonderfall n = 5
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Es fallt die Ahnhchkelt des inneren Integrals in (9) mit der Funk-
tion
Dy = D(aty, 1y, 33)
auf: In (9) steht der gleiche Integrand quadriert. Wir wollen deshalb
versuchen, das innere Integral in (9) durch eine Kombination von @,
und den partiellen Ableitungen nach den Parametern auszudriicken.

Bs gilt
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Wir bilden den Ausdruck
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Setzen wir dies in (9) ein, so folgt abschlieBend

1 1 2
) (1"‘_8v)2—v
(10) @, — J dslfdsgng_, X
0

)
0 =1 [] 1—al,s,)
=1
: 5 5 0D, , 0Dy
2 Dy (X1, —x73) ——- 7= iy ——5—
1a L2 L13

e |;
‘§‘¢3Jr(55'%2*3”33)a‘@z3~ ‘*‘xgsﬁ@_; i)
L2 03,
die Volumenquotienten @, und ihre Ableitungen fiihren demnach nach
mehrfacher Integration auf den Quotienten @; und umgekehrt wird
vermége der Schliflischen Quotienten die Inhaltsbestimmung im R,
zurickgefiihrt auf eine solche im R,.
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