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Einleitung. In [6] haben wir alle linearen homogenen geometri-
schen Objekte vom Typus (m,n,1) (vgl. [1], S. 15) bestimmt. In dieser
Note klassifizieren wir diese Objekte hinsichtlich Aquivalenzrelation ([1],
S. 16, und [4], § 8). Mit der Klassifikation der linearen Objekte beschéfti-
gen sich Kuezma [7], Kucharzewski und Kuezma [2], [3], [5] und Zajtz
[8]. In [7] wurden alle linearen geometrischen Objekte erster Klasse mit
einer Komponente (m = 1) im n-dimensionalen Raume X, und in [2],
[3] alle solche Objekte mit zwei Komponenten aber nur im X, unter-
sucht. In [5] ist die Klassifikation der sogenannten J-Objekte fiir m < 3
und in [8] fiir beliebiges m enthalten.

Da das Klassifikationsproblem fiir die linearen Objekte vom Typus
(myn,1) und m < n = 2 bereits in [2], [3] und [7] erledigt ist, werden
wir hier diese Objekte nur im Raume der Dimension » > 3 betrachten.

In [5] und [8] wurde die Klassifikation der J-Objekte im wesen-
tlichen fiir beliebige m und » durchgefiihrt. Darum ziehen wir hier die
J-Objekte nicht in Betracht. ‘

Das Hauptergebnis dieser Note ist im Satz 1.1 enthalten.

Die Methode des Beweises des Hauptsatzes ist von der, die in [2],
[3], [5] und [8] benutzt wurde, etwas verschieden. Sie stiitzt sich nimlich
auf die Ergebnisse der Arbeit von Zajtz [9] iiber die stationiren Unter-

gruppen.

§ 1. Hauptergebnis. Aus den Betrachtungen der Arbeit [6] (Satz 3.2
und 4.2) folgt, daf alle linearen homogenen geometrischen Objekte erster
Klasse, deren Komponentenzahl m nicht gréBer als die Dimensionszahl
n 1st, durch folgende drei Transformationsformeln bestimmt sind:

(1.1) o' =G0,
(1.2) o' = ¢(J)0AC v,
(1.3) o =@)0AHY 0 lo.
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In diesen Formeln sind o = (o' ...,o™) und o' = (o',..., o)
Komponenten des Objektes entsprechend in einem urspriinglichen (&)
und in einem neuen (£),7 =1, ..., n, Koordinatensystem. G (o) ist eine

beliebige Matrixfunktion der Ordnung m einer reellen Verinderlichen,
welche die multiplikative Funktionalgleichung

G(0)G(0) = G(go)

fir alle nichtverschwindenden p und ¢ und die Beziehung /(1) =e¢
(e Einheitsmatrix der Ordnung =) erfiillt. ¢ (o) ist eine beliebige skalare
Funktion, welche die multiplikative Funktionalgleichung

(1.4) p(0)p(o) = pleo), ¢ 0o#0,
und die Bedingung
(1.5) p(l) =1

erfillt. C ist eine beliebige nichtsingulire Matrix der Ordnung m. Endlich
bezeichnet J die Jacobische Determinante J = Det A der Matrix der
ersten partiellen Ableitungen 4 = [|0&"/0&%|| der Koordinatentransforma-
tion, die von dem Koordinatensystem (&) zum (&) fiihrt.

Die Objekte mit der Transformationsformel (1.1) sind sogenannte
J-Objekte (vgl. [1], S. 47).

Wir werden im weiteren voraussetzen, dafl die Funktionen ¢ und ¢
in (1.1)-(1.3) meBbar sind.

Unter dieser Voraussetzung wurden die J-Objekte (1.1) in [5] und [8]
klassifiziert. Darum beschrinken wir uns hier nur auf die Klassifikation
der Objekte mit den Transformationsformeln (1.2) und (1.3). Uberdies
zeigen wir noch, daf die J-Objekte mit den Objekten (1.2) bzw. (1.3)
fir » > 1 nicht dquivalent sind.

Es gilt der folgende

HitrssAarz 1.1. Die Objekte (1.2) wund (1.3) sind entsprechend mil
den Objekten mit nachstehenden Transformationsformeln

(1.6) o = g¢(J) Ao,
(1.7) o =e) A Y .

stark dquivalent (vgl. [5], S. 8).

Was die Funktion ¢ betrifft, so hat (1.4), unter der Melbarkeits-
voraussetzung die allgemeine, der Bedingung (1.50) geniigende Losung
einer der folgenden Formen:

(1.8) (o) = lol*,
(1.9) (o) = (sgno)lol”.
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Wir haben also statt (1.6) und (1.7)

(1.10) o' = |J|*Aw,
(1.11) o' = (sgnd)|J|*Aw,
(1.12) o = J"(A ) o,
(1.13) o' = (sgnd)|J" (A" ) w.

SArz 1.1. Keines der Objekte (1.10)-(1.13) tm Raume X,(n = 3) ist
mit einem anderen dquivalent. Diese Objekte sind fiir verschiedene Werte
von w auch wntereinander wicht dquivalent. Uberdies ist keines der Objekte
(1.10)-(1.13) mit dem J-Objekte (1.1) dquivalent.

Bemerkung 1.1. Den Satz 1.1 beweisen wir fir die abstrakten
(vgl. [4], 8. 24) transitiven (vgl. [4], S. 26) geometrischen Objekte mit
der Fiber Ry = R™— {0}. Daraus folgt aber, daBl er auch fiir diese Objekte
mit dem ganzen Raum R™ als Tiber giiltig ist.

Dem Beweis werden wir einige einleitende Begriffe vorausschicken.

§ 2. Subobjekt und die stationiren Untergruppen. HEs sei « ein
abstraktes geometrisches Objekt mit der Transformationsformel

(2.1) o =F(o,L), Le®,weMN,

und mit der Fiber M, wobei G hier kiirzehalber die Gruppe Lj, (vgl. [4])
bezeichnet. & sei eine beliebige Untergruppe von .

Definition 2.1. Ein geometrisches Objekt o mit der Fiber M
und der Transformationsformel

o =F(o,L), Le®, weM,

nennen wir Subobjekt von o hinsichtlich der Untergruppe G.

Es seien » und ¢ die Objekte mit den Transformationsformeln (2.1)
und
(2.2) o =G, L), Le®B,ceN.

Die Fiber von ¢ ist N und o hat dieselbe Gruppe & wie .

Aus der Definition der Aquivalenz (bzw. der starken Aquivalenz,
vgl. [4], S. 40, 41) der geometrischen Objekte folgt sofort der

SA1z 2.1, Sind o und o dquivalent (stark dquivalent), so sind beliebige
zwei Subobjekte w und o dieser Objekte, mit derselben Untergruppe dquiva-
lent (stark dquivalent). |

Definition 2.2. Die Menge aller L aus &, die den Punkt o, durch
die Transformationsformel (2.1) in o, iiberfithren, bilden eine Unter-
gruppe von . Diese Untergruppe wird die stationdre Untergruppe des
Objektes « hinsichtlich , genannt und mit &, (v) bezeichnet.
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Es seien die Objekte (2.1) und (2.2) dquivalent. Bezeichnen wir mit
(2.3) o = H(w)

die umkehrbare Funktion, welche diese Aquivalenz bestimmt und ent-
sprechend mit w,, 6, = H(»,) einen Punkt aus M und sein Bild in N.
Aus der Definition der Aquivalenz der geometrischen Objekte und aus
der Definition 2.2 folgt der

SATZ 2.2. Die stationdren Untergruppen von o und o im Punkte o,
und g, sind identisch: 8, (v) = G, (o).

§ 3. Nichtdquivalenz der Objekte (1.10) und (1.11) mit den Objekten
(1.12) und (1.13).

HILFSSATZ 3.1. Keines der Objekte (1.10) und (1.11) ist mit irgendei-
nem der Objekte (1.12) und (1.13) in X, (n = 3) mit Ry als Fiber dquivalent.

Beweis. Die Subobjekte w und ¢ von (1.10) und (1.11) bzw. (1.12)

und (1.13), die der Untergruppe J = DetA =1 von L, = GL(n) ent-
sprechen, haben die Transformationsformeln

(3.1) o =Aw, J =1, 0eM =R,
bzw.
(3.2) o =AY, J=1, o¢eN =R

Wir zeigen, dafl (3.1) und (3.2) nicht dquivalent sind. Zum indirek-
ten Beweis nehmen wir an, dall diese Objekte dquivalent sind und daf
die Funktion (2.3) diese Aquivalenz bestimmt. Wir setzen

(3.3) g =41, 0 ..o )

und

(3.4) gy = H(m,).
Dann ist

(3.5) g5 &£ (0 ...,0) [}

Wegen des Satzes 2.2 hitten wir dann
(3.6) By (@) = B, (0).
Die Matrizen 4 von G, (») sind durch

(3.7) AV =1, AV =0, i =2,...,n, Det A =1

(1) Der Punkt (0, ..., 0) ist invariant beziiglich beliebiger Transformation (3.2),
wire also gy = (0, ..., 0), so wiire auch der Punkt my = H~ (o) beziiglich der Trans-
formation (3.1) invariant, was offensichtlich nicht gilt.
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bestimmt. Jede Matrix A der Gestalt (3.7) mull also wegen (3.6) den
Punkt ¢, mit Hilfe der Transformationsformel (3.2) in sich tiberfiihren:

(3.8) oo = (A7)0, AeB, (v).
Bezeichnen wir mit B = ||BY| die Matrix (47, so gilt

Bl =1, B'=0, i=2,...,n,

(3.9) Det|BY| =1, a=2,3,...,n.
Aus (3.8) folgt
(3.10) o = Bj ot
Da die Elemente Bf (¢ =2,...,n;k=1,...,n) nur die Bedin-

gung (3.9) erfiillen, erhdlt man aus (3.10) fir » >3
(3.11) gg =Wy @= 8 Dy <roy B
Daraus und aus (3.10) ergibt sich noch
= BY 0o
Da aber BY ganz beliebig ist, so folgt
(3.12) o =0,

Die Beziehungen (3.11) und (3.12) widersprechen (3.50), was den
Beweis schliefit.

Bemerkung 3.1. Die Voraussetzung = >3 ist wesentlich. Fiir
n = 2 sind die Objekte (1.10) (bzw. (1.11) mit (1.12) (bzw. (1.13) mit
dem ganzen R2 als Fiber stark dquivalent (vgl. [2], S. 37, Lemma 6).

§ 4. Nichtiiquivalenz der Objekte (1.10) mit (1.11) bzw. (1.12) mit
(1.13).

Hivrssarz 4.1. Die Objekte mit den Transformationsformeln (1.10)
und (1.11) und mit Ry als Fiber sind wmiteinander wnicht dquivalent.

Beweis. Wir nehmen in Betracht die Subobjekte » und ¢ von (1.10)
und (1.11), die durch die Untergruppe |J| =1 bestimmt sind. Diese
haben die Transformationsformeln

(4.1) o = Aow, |J| =1,weRy
(4.2) o = (sgnd)Ae, |J|=1,ceR,.

Wir zeigen, dafl (4.1) und (4.2) nicht dquivalent sind. Wir setzen
das Gegenteil voraus und bezeichnen mit H die Funktion (2.3), die diese

Aquivalenz bestimmt. Wir erkliren wieder o, und ¢, durch (3.3), (3.4).
Die stationidre Untergruppe @wo(w) fiir (4.1) ist durch

AV =1, AV =0, ©=2,..,n, |J =1,
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bestimmt. Jede Matrix A, die dieser Bedingung geniigt, mull o, mit
Hilfe von (4.2) in sich {iiberfiihren, also

(4.3) gy = (sgnd) Aoy, AeB, (o).
Daraus folgt, dhnlich wie im vorigen Paragraphen, dall
o =0, a=2..,n0

Setzt man in (4.3) fiir A eine Matrix mit negativer Determinante
J = Det A < 0 ein, so erhilt man oy = —o; und daher oy = 0. Es gilt
also ol =0 fir ¢ =1,...,n, was im Widerspruch zu (3.5) steht.

Die Nichtiquivalenz der Objekte (1.12) mit (1.13) kann ganz analog
bewiesen werden. Es gilt

HiLrssATZ 4.2. Die Objekte mit den Transformationsformeln (1.12)
und (1.13) mit Ry als Fiber sind untereinander nicht dquivalent.

§ 5. Nichtiquivalenz der Objekte (1.10)-(1.13) fiir verschiedene
Werte von u.

HiLrssaTz 5.1. Die Objekte (1.10) (bzw. (1.11)) mit Ry als Fiber
sind fiir verschiedene Werte u fiir n = 2 miteinander nicht dquivalent.

Beweis. Die Subobjekte o, ¢ von (1.10) bzw. (1.11), die der Unter-
gruppe J > 0 entsprechen, haben fiir x und » (x4 7+ ») folgende Transfor-
mationsformeln:
(5.1) o =dJ"Aw, J >0, ok},
(5.2) ¢ =J'Ado, J >0, oceRy.

Die stationiire Untergruppe @wo(w) von o im Punkte w,, der durch

(3.3) erklart ist, hat die Form
(5.3) AfP'D" =1, A7 =.. =AY =0,
(5.4) AY >0, D=0, |

wo D das algebraische Komplement von A} in der Determinante o ist.

Wiiren (5.1) und (5.2) dquivalent, so miiite jede Matrix A, die den
Jedingungen (5.3) und (5.4) geniigt, o, mit Hilfe der Formel (5.2) unverin-
dert lassen (da die o, unverindert lilt und o, = H(w,) ist)

(5.5) Gy = J"Acy.

Da ||AF| wegen (5.4) nur die Bedingung D = DetHAf;'][ > 0 erfiillt,
folgt aus (5.5), fiir n > 2, dal

(5.6) oy =0y &= Bya.uyTh
ist. Setzt man (5.6) in (5.5), so erhilt man

(5.7) oy = J"A} oy.
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Hier miissen wir zwei Fille unterscheiden:
1. Ist pu +# —1, so erhalten wir aus (5.7) mit Hilfe von (5.3)

o) = D~ (t2)i(uty) L.
Da D > 0 ist, erhilt man daraus
(5.8) o == 0
2. Ist dagegen u = —1, so schlieen wir aus (5.3) und (5.4), daB
D=1, A]>0.
(5.7) nimmt in diesem Fall die Form
op = (A1) ey, A7 > 0.

Daraus folgt (5.8) auch fiir u = —1. Wir sehen also, daBl o, jeden-
falls gleich Null ist. Das widerspricht aber (3.5) und der Beweis ist be-
endet.

Ganz analog kann man die Nichtiquivalenz der Objekte (1.12)
bzw. (1.13) beweisen. Hs geniigt nur die Matrix A durch B = (4~Y)*
zu ersetzen.

HrvrssAtz 5.2, Die Objekte (1.12) (bzw. (1.13)) mit Ry als Fiber sind
fiir verschiedene Werte u fiir n = 2 miteinander nicht dquivalent.

§ 6. Nichtiiquivalenz der Objekte (1.10)-(1.13) mit den J-Objekten.

HILrssATz 6.1. Kein Objekt (1.10)-(1.13) mit Ry als Fiber ist mit
etnem der J-Objekte (1.1) fiir n = 2 dguivalent.

Jeweis. Wir beweisen nur, dall das J-Objekt
(6.1) o =0J)o, oely,
mit keinem der Objekte
(6.2) o =¢@(J)Ae, oelRy,

aquivalent ist. Der Beweis fiir die Objekte (6.1) und (1.7) ist ganz analog.
Die Subobjekte von (6.1) und (6.2), die der Untergruppe J =1
entsprechen, haben folgende Transformationsformeln

(6.3) w =0, J=1, welly,
und
(6.4) ¢/ =Ae, J =1, oceR}.

Das Objekt (6.3) hat unendlich viele Transitivfibern (*) und (6.4)
hat nur eine transitive Fiber. Mit Hilfe des Satzes ([4], S. 42, Theorem 1)
iiber die Transitivfibern der #dquivalenten geometrischen Objekte folgt
daraus, daB (6.3) mit (6.5) also auch (6.1) mit (6.2) nicht dquivalent ist.

(2) Jeder Punkt stellt eine Transitivfiber dar.
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Bemerkung 6.1. Der letzte Beweis bleibt auch ohne MeBbar-
keitsvoraussetzung der Skalarfunktion ¢ in Kraft.

Schlufbemerkung. Aus den Hilfssitzen 3.1, 3.2, 4.1, 5.1, 5.2 und
6.1 folgt der Satz 1.1. Er kann auch in nachstehender Form ausgedriickt
werden.

SATz T.1. Unter der Mefbarkeitsvoraussetzung (iiber die Funktion ¢
in (1.2) und (1.3)) ist jedes lineare homogene geometrische Objekt erster
Klasse in X, (n = 3) mit dem ganzen R™ als Fiber, dessen Komponentenzahl
m < n ist, mit genauw einem der folgenden Objekte stark dquivalent:
Das J-Objekt.

Die kontravariante W-Vektordichte mit bestimmiem Gewicht.

Die Ekontravariante G-Vektordichte mit bestimmiem Gewicht.

Die kovariante W-Vektordichte mit bestimmtem Gewicht.

. Die kovariante G-Vektordichte mit bestimmtem Gewicht.
Bemerkung 6.2. Ist das Gewicht gleich Null, so werden die kontra-

bzw. kovarianten W-Vektordichten einfach kontra- bzw. kovarianten
Vektoren.
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