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UBER DIFFERENTIALKOMITANTEN ERSTER ORDNUNG, 1
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Einleitung. Der Begriff der Komitante einer geometrischen Grife
erschien in der mathematischen Literatur schon lange her, obwohl die
ersten exakten Definitionen viel spiter prézisiert wurden.

Neben den so genannten algebraischen Komitanten ([2], [1]), die
man betrachten kann fiir geometrische Objekte, die in einem Punkte
des Raumes erklirt sind, existieren auch Differentialkomitanten, die
fiir Objektfelder definiert sind ([9], [10]).

Das Problem, alle algebraischen bzw. differentiellen Komitanten
eines gegebenen Objektfeldes zu bestimmen, ist noch weit von der ent-
giiltigen Lésung. Die systematische Theorie der Differentialkomitanten
kann als kaum begonnen betrachtet werden, obwohl Schouten und
van Dantzig [12] bereits im J. 1935 ausdriicklich die Neuformulierung
des Programms fiir moderne Geometrie als Entwicklung der Komitan-
tentheorie erfaB3t haben (1).

Im J. 1959 habe ich mir den Plan gestellt die Differentialkomitanten
erster Ordnung fiir die einfachsten geometrischen Objekte systematisch
zuu bestimmen. Die ersten (aber nicht systematischen) Spuren dieser
Theorie sind in der Monographie [1] zu finden. Im J. 1959 habe ich zu-
gleich [3] das Problem gestellt, den Begriff der Lieschen Ableitung eines
Objektfeldes £2 in Bezug auf ein fixiertes Feld von kontravarianten
Vektoren », aus den Differentialkomitanten erster Ordnung vom Paare
der Objekte (£2,v) unter gewissen zusidtzlichen Annahmen iiber die
Gestalt der gesuchten Ableitung £, abzuleiten. Dieses Problem habe
ich mit analytischen Mitteln zu losen begonnen. Zu gleicher Zeit hat
I. Makai das von mir gestellte Problem mit einer anderen Methode ange-
griffen und ist zu gewissen Resultaten gekommen, die eben im Druck
erschienen [11]. Die Methode von Makai ist (wegen ihres algebraischen

() Wir lesen dort auf Seite 32: ,Es ist ein endliches oder unendliches System
von Transformationsgruppen gegeben, sowie gewisse in bezug auf diese Gruppen
definierte geometrische Objekte. Es ist die Theorie der Komitanten zu entwickeln”.
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,Charakters) einerseits kiirzer und andererseits auch allgemeiner, da sie
mit geringeren Regularititsannahmen auskommt. Es soll aber betont
worden, daB die Methode von Makai etwas kiinstlich ist und gewissermaBen
nur dann schneller zum Resultat fiithrt, wenn man von vornherein das
Endergebnis erraten kann.

Aus obigem Grunde habe ich auf Publizierung meiner bisjetzigen
Resultate in urspringlicher Fassung verzichtet. Die erwihnte Arbeit
von Makai hat jedoch keinen Anspruch auf eine systematische Untersu-
chung der Differentialkomitanten. Dem Hauptziel folgend, eine neue
Definition der Lieschen Ableitung aufzustellen, hat Herr Makai ledig-
lich die Differentialkomitanten erster Ordnung von Paaren der Objekte
(2, v) bestimmt, wo £ die einfachsten Objektfelder wie Skalare, Dich-
ten, kontra-und kovariante Vektoren durchliuft.

Inzwischen hat mein Schiiler A. Szybiak das von mir gestellte Prob-
lem einer axiomatischen Definition der Lieschen Ableitung in gewisser
Richtung gelost [13]. Er geht von zwel Forderungen aus, die der Begriff
der Lieschen Ableitung £, eines Objektfeldes »-ter Klasse in Bezug
auf » ertiillen soll und beweist, dall unter diesen Bedingungen die klassische
Definition die einzige Lisung ist. Die Forderungen lauten folgendermafen:

I. £,Q% = 00,0V (Q; dv,...,070),
1. £,0" = £,Q"Dy.

Die kurzen Symbole 0*» stehen fiir die Gesamtheit der partiellen
Derivierten

9%
PEEO N
IT stellt nichts anderes dar als die Transformationsformel der Bestim-
mungszahlen von £,02° wenn man von einem Koordinatensystem &

zu einem anderen &' tibergeht. Wenn die Transformationsregel fiir Q
lautet wie folgt

Q" = ¢"(Q; A)

(der Buchstabe A steht hier kiirzehalber fiir die Gesamtheit der par-

tiellen Derivierten der Koordinatentransformation), so sind die Dy einfach
definiert durch die Formel

il

Df =~ -

Es soll bemerkt werden, dafl inzwischen auch die Theorie der Diffe-
rentialkomitanten zweiter Ordnung zu einigen schonen Teilergebnissen
gefiihrt hat. Als Beispiel seien die Arbeiten von Walker [16] und Slebo-
dzinski [14] erwéihnt.
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Neben der Methode von Makai hat mein Schiiler Topa [15] auch eine
neue Methode entwickelt, die auf das Komitantenproblem angewandt
werden kann. Sie ist weniger kiinstlich, viel allgemeiner, aber noch nicht
ginzlich in allen Einzelheiten ausgearbeitet.

Da die Resultate von Makal meinen urspriinglichen Plan vom .J.
1959 nicht erschopfen, so ist das Programm immer aktuell. Ich werde
ihm in einer Serie von Artikeln Rechnung tragen. Die vorliegende Arbeit
soll die erste aus dieser Ifolge sein. Kinige frithere Ergebnisse [2], [5],
[1], die ohne Beweis bzw. in abgekiirzter Fassung publiziert worden
sind, sind hier in ausgedehnter Form dargestellt.

§ 1. Bezeichnungen. Wegen der Bezeichnungen verweisen wir auf
die Monographie [1]. Nichtsdestoweniger fiihren wir unten die wichtig-
sten Bezeichnungen kurz ein.

Die Koordinaten des laufenden Punktes werden mit £ bezeichnet,
Der Ubergang von dem Koordinatensystem (&) zu einem anderen

zuliissigen (&%) wird mittels der Transformation
(1) g =,

erledigt, wobei die Funktionen A' von der Regularititsklasse %" sind
(r > 1) und die Jacobische Determinante J dieser Transformation von
Null verschieden ist

i

0 .
(2) J = detgé — det A}, + 0.

Die partiellen Derivierten der reziproken Transformation werden mit
A% bezeichnet:

_ 0
(3) A= 0%
0&
Wir setzen weiter (fiir » > 2):
L 02 E—L . 02 Ek

14 A,'_.i‘ = i A1 == =
= Togd L agod

Es ist klar, dall die Symmetriebedingungen
() Ay = Aj, Ay = 45,
erfiillt sind.

§ 2. Die Definition einer Komitante. Wegen der Definition der
Komitante verweisen wir den Leser auf die Monographie [1]. Es ist
schwer festzustellen wo dieses Wort zum ersten Mal gebraucht wurde.
Jei Weitzenbiock [17] lesen wir auf S. 29 die folgende Erliuterung:
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,Alle die hier angefithrten Bildungen: Invarianten, Kovarianten, Kon-
travarianten und Zwischenformen werden zweckmifig mit dem Sam-
melbegriff ,, Komitanten” zusammengefal3t”.

Eine Definition die auf dem Begriff des geometrischen Objektes
basiert, erscheint zum ersten Mal bei Schouten und van Dantzig [12].
Die Verfasser sagen (S. 31): ,darunter verstehen wir (allgemeiner als
iiblich) ein nur von den gegebenen Objekten abhingiges Objekt”.

Seit dem J. 1938 [2] kann dieser Begriff als ein priizis definierter
Begriff gelten.

Wir erwihnen noch folgendes:

Ist eine endliche Anzahl k¥ von geometrischen Objekten

k

(6) ,?,...,.Q

gegeben, so bildet der Inbegriff aller Komponenten
(7) (Q4, ..., Q%)
1 k

offenbar ein geometrisches Objekt, das durch Vereinigung der Objekte
(6) entstanden ist. Auf diese Weise kann eine Komitante von mehreren
Objekten immer als Komitante des entsprechenden Vereinigungsobjektes

angesehen werden [1].

§ 3. Komitanten erster Ordnung eines Skalarfeldes 0. Es sei in
einem Gebiete G des Raumes X, ein Skalarfeld ¢ gegeben. Bekanntlich
ist jede Funktion f(s) wiederum ein Skalarfeld, also eine Komitante

(von nullter Ordnung) des Feldes o.
Setzen wir nun voraus, daB o von der Klasse %! ist. Diese Vorausse-

tzung garantiert uns die Existenz des Gradienten grad o [4]. Der Gradient
stellt ein Feld von kovarianten Vektoren dar, also eine Differentialkomi-
tante erster Ordnung von ¢. In diesem Abschnitt werden wir alle Diffe-
rentialkomitanten erster Ordnung von ¢ aufsuchen, die entweder Skalar-
felder oder Vektorfelder darstellen.

SATZ 1. Setzen wir voraus, daf

0

(8) 0 = F(030,0,..y 000),  0i =y

ein Skalarfeld ist. Bezeichnen wir weiter mit A bzw. B die Menge derjenigen
Punkte von. G, in welchen grade ein Nullvektor bzw. kein Nullvektor ist.

Bs ewistieren dann zwei Funktionen f(p), g(p) so, dap
f(o) fir E&eA,

9 _
®) *Zlg(e) fir teB
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gilt. Umgekehrt, wenn o durch die Relationen (9) definiert wird, wo f und
g ganz beliebig gewdihlt sind, so ist ¢ eine Differentialkomitante (erster Ord-
nung) des Feldes o.

Beweis. Der Satz ohne Beweis wurde in [5] angegeben. Einen ein-
fachen Beweis gab Aczél in [1]. Aus methodischen Griinden wollen
wir hier den urspriinglichen Beweis (der linger, aber nicht so kiinstlich
ist) wiedergeben. Der Beweis stiitzt sich auf einen Hilfssatz von algebrai-
scher Natur, der sonst ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes ist [7].
Falls die Ableitungen identisch verschwinden, so ist der Satz trivial.
Setzen wir also voraus, daB die Menge B nicht leer ist. Ist die Menge A
leer, so besagt der Satz, da} es eigentlich keine skalaren Differentialkomi-
tanten erster Ordnung gibt. Im folgenden werden wir also annehmen,
daB auch die Menge A nicht leer ist. Wir setzen folglich

flo) = F(s;0,...,0),

(10) ar . .

g(o) =F(o; vy, ..., v,),
WO 5«; = a,,.a(é’) (£eB, sonst beliebig). Voraussetzungsgemi haben wir
(11) F(o;01y..,05) = F(o; ASvg, ..., A¥vy),

wobei diese Identitit (bei festem o) fiir alle diejenigen AY erfiillt sein soll,
fiir welche (2) gilt. Insbesondere haben wir

(12) F(05 01y ...y 0) = F(o; A0y, ..., AXDy).

Es sei (¥,,...,y,) ein beliebiges System von Zahlen mit der Eigen-
schaft

n
(13) Zy}i >0,
k=1

Wir behé.upten, daB es eine Matrix A} mit der Eigenschaft (2) gibt,
so daB

(14) Afvy, = Yi

gilt. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen werden,
dal

(15) v, # 0.

Alsdann haben wir

(16) Af = — 2

Colloquium Mathematicum XVI, 12
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Berechnen wir die Determinante /=" durch die Entwicklung in Bezug
auf die Klemente der ersten Spalte

(17) det A}, = X' A} 4y,
je=1

wo A; die entsprechenden algebraischen Minoren bedeuten. Wenn mit fy
kurz die Ausdriicke

df . ;O
(18) B = D) ALy,

(19) J 1= det A} = TZ A (Y —Pr) -

Die rechte Seite von (19) ist bei gegebenen f?:.; und y; ein Polynom
der Verinderlichen A (i = 2,...,n;k =1,...,n). Wire dieses Polynom
identisch gleich Null, so wiirden alle seine Koeffizienten gleich Null, was
aber auf Grund der Veraussetzung (2) unmdoglich ist, und dies bedeutet,
daB ein solches System der Werte Af (k =2,...,n;1 =1,...,n) und
also, nach (16), auch der Werte 4; (i =1,...,n) existiert, fiir welches
die linke Seite in (12) und folglich auch die rechte Seite von Null ver-
schieden ist. Daraus folgt, daB die Funktion F(o;¥,...,y,) fir alle
Wertesysteme (¥, ..., ¥,), fiir welche (13) gilt, konstant ist und gleich
g(c). Der erste Teil des Satzes ist somit bewiesen worden. Der Beweis
des zweiten Teiles ist trivial. Bemerken wir, daf falls die Menge A nicht
leer ist, und wenn fiir wenigstens ein & der Menge A die Ungleichung
flo) # g(o) gilt, so ist die Funktion

F(o;Y,---y Yn)

nicht stetig und dann ist die Komitante o tatsichlich eine Differential-
komitante erster Ordnung. Daraus folgt, dafl es keine Skalarkomitanten
erster Ordnung gibt, die stetige Funktionen aller n--1 Argumente (o
Y1y ey Yu) Waren.

SATZ 2. Die allgemeine stetige Differentialkomitante erster Ordnung
eines Skalarfeldes o, die ein Feld von kovarianten Vekioren darstellt, besitzt
die Gestall

(20) k; = C(0)0;0,

wo ('(c) eine beliebige Funktion bedeutet.
Jeweis. Setzen wir voraus, dall

(21) k; = Fi(c;0,0,...,0,0), j=1,...,n,
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wobei wenigstens eine der Funktionen #; von mindestens einer der Ver-
anderlichen y; = 0,0 abhingt. Aus unseren Annahmen folgt, daB die
Transformationsformeln

g —

o, 0= A¥00

bestehen, woraus sich fiir die gesuchten Funktionen #; folgendes Funk-
tionalgleichungssystem

(22) F;(0; 070, ...,0;0) = A¥Fi(030,0,...,0,0)

ergibt. Setzen wir den Wert ¢ — ¢ fest. Dann sei

df o
(23) yj:aio'y f;(yl,.-.,yn)=F;(G;yl,---,yn).

Dann nimmt das Gleichungssystem (22) folgende Form an:

(24) Ay, ooy Any) = Affe(Wrs oo s ¥)y j=1,...,n

Um zu beweisen, dafl die Funktion f,(y,,...,%,) von den Verin-
derlichen ys,, ..., y, nicht abhingt, setzen wir in (24)

Aj=1, A¥=0 fir %k =2,...,n
ein, Die erste Gleichung des Systems (24) nimmt dann die Form

iy, Agyka ceey A".fmylc) =f1(Y1y -y Yn)

an. Durch ein dhnliches Verfahren, wie beim Beweis des Satzes 1 folgert
man nun die Existenz eines solchen Systems von Zahlen Af(k =1, ..., n;
t =2,...,n), fir welches die Relationen
Afye = 2
erfiillt sind, vorausgesetzt, daf
n
vit+ k>0,
k=2

wo ¥; und z; ganz beliebig sind. Daraus folgt, dal die Funktion f, tatsich-
lich von den Verinderlichen y,, ..., ¥, nicht abhingt. In dhnlicher Weise
stellb man fest, daBl jede Funktion f; nur von y; abhingen kann. Das
System (24) kann also in folgender einfacherer Form umgeschrieben
werden

(25) fi(Afy) = Affe(ur), G =1,...,n.
Bei fixiertem j kann
Af =1 fir k=1,...,n
angenommen werden, wonach die Gleichung (25) in

(26) fiit oy = F1(y) + o ()
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iibergeht. Da j beliebig gewihlt wurde und die rechte Seite von (26)
von j unabhingig ist, so folgt daraus, daB

(27) fity) =fly)  fir j=1,..,m,
und somit erfilllt die Funktion f(y) die Funktionalgleichung
(28) Fyi+ys) = fly) +f(y.).

Dies ist aber die Cauchy’ sche Funktionalgleichung. Da wir die Stetig-
keit der Funktionen F; angenommen haben, was die Stetigkeit von f
nach sich zieht, so erhalten wir endlich

(29) fly) = Cy

und |

(30) i) = Cy;-
Daraus bekommen wir

(31) Fi(03 Yry +nry Yu) = COj.

O ist bei festem o eine Konstante. Bei beliebigem ¢ wird die Konstante
( eine Funktion von ¢, was zu der gewiinschten Formel (20) fithrt. Umge-
kehrt stellt O'(o)0;6 bei beliebigem (o) eine Differentialkomitante erster
Ordnung des Feldes o dar, die ein Feld von kovarianten Vektoren ist.

SATZ 3. Es existiert keine Differentialkomitante erster Ordnung des
Skalarfeldes o, die ein Feld von kontravarianton Vektoren wdare.

Beweis. Zwecks Zuriickfiihrung ad absurdum nehmen wir an, da
es eine Differentialkomitante erster Ordnung des Feldes ¢ gibt, die ein
Feld von kontravarianten Vektoren darstellt

(32) ¥ = Fl(o;0,0,...,0,0).
Das Skalarfeld
(33) 0o LW 0;0
ist folglich eine Skalarkomitante erster Ordnung und besitzt auf Grund
des Satzes 1 die Form

¢g(o) fiir 0;0 =0,

hic) fiir grade # 0.
Daraus folgt erstens
g(o) =0
und zweitens

n

h(o) = 0;0, F' (03 0,0,...,0,0) fir Z(aja)2>0.

i=1
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Fixieren wir den Wert ¢ = ¢, und setzen
¥; = 0,0, O = h(ay).
Dann erhalten wir
Vil (05 Y1y oy ) = C.
Da fiir y; bzw. F’ die folgenden Transformationsformeln bestehen,
¥ = Ay, F = A,F",
so mul} die folgende Funktionalgleichung erfiillt sein:
Ay A F (003 ALYy -5 Anys) = C
oder, wegen der Relationen Aj’-”']ﬂ = 67, die Gleichung
Y (o Ay, ..., Aly) = C.

Wir wissen aber, dafl durch entsprechende Wahl der Parameter A%
fir A¥y, (mit X (yz)* > 0) beliebige Werte angegeben werden konnen.
Daraus folgt aber, daB ¥’ von den ¥,, ..., y, nicht abhingen, entgegen
der Voraussetzung, und damit ist der Satz bewiesen.

§ 4. Differentialkomitanten erster Ordnung von Dichten. Es sei
ein Feld & von G-bzw. W-Dichten vom Gewicht (—p) gegeben

(34) G =cl /"G,
WO

1 fiir ~ W-Dichten,
(35) & ==

sgn./  fiir G-Dichten.

Nach Makai [11] gibt es keine Differentialkomitanten erster Ordnung
von &, die ein Objekt erster Klasse darstellen.

Es konnen aber Differentialkomitanten erster Ordnung existieren,
die ein geometrisches Objekt zweiter Klasse darstellen. Es existieren
tatsichlich solche Komitanten. Z.B. (vgl. [2], S. 143 u. 144), wenn

(36) 2: £ rolog|®|  (I' = Const)

gesetzt wird, so bilden £; eine Differentialkomitante erster Ordnung
von &, die ein geometrisches Objekt zweiter Klasse ist mit der Trans-
formationsformel

(37) Q; = A¥Q,+prakalog|J)|.

Man bestitigt ohne Schwierigkeit, daB obige Transformationsformel
die Gruppeneigenschaft besitzt und folglich Transformationsformel eines
geometrischen Objektes darstellt. Es ist ein Objekt mit » (Anzahl der
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Dimension) Komponenten und offenbar zweiter Klasse, da im Ausdruck
d:log|J| die zweiten Ableitungen A% stecken. Die Transformationsformel
stimmt sonst iiberein mit derjenigen des kontrahierten Objektes des
affinen Zusammenhanges, das noch mit (—pl’) multipliziert wird

(38) —pI'Ts,.

Man kann auch eine andere Differentialkomitante erster Ordnung
von & angeben, die sonst auch zweiter Klasse ist. Sie besitzt » +1 Kompo-
nenten und sie stellt ein so genanntes halbzusammengesetztes Objekt
dar [8]. Wir setzen einfach

(39) Qo=g, 2S00,

Q, ist fiir sich ein geometrisches Objekt (erster Klasse). d;g stellen fiir
sich kein geometrisches Objekt dar, da die Transformationsformel von
0;6 folgendermaflen lautet

(40) 08 = Af0;8 = AL0;[|T|"8] = eA}0:[a]J|"]
= eAp{|J|"0:8-+p TP sgnd, g, 0;J} = &|J [P A}[0;0+pgd;log|J]].

Die rechte Seite enthilt aubBer d;¢6 und auBer der Paramater der
Koordinatentransformation auch g, woras folgt, dafl 0;¢6 kein geometri-
sches Objekt bilden. Nichtsdestoweniger besitzt die Transformationsfor-
mel (40) die Gruppeneigenschaft. Wir wollen das beweisen. Zu diesem

Zweck nehmen wir noch ein drittes Koordinatensystem ?i und bezeich-
nen dementsprechend die partiellen Derivierten

T .

By = : O = ——.

I Y

Es gelten folgende wohlbekannte Beziehungen
O = A}Bj.
Aullerdem, wenn
J'=detdl, Ji'=detBi, J7'= detC}
gesetzt wird, so haben wir
Jy =dJJy.

Wir haben also einerseits

(41) 078 = &|J|P AL{0:8-+pad;log|d},
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andererseits

(42) 0i8 = e1]3|"Bi{d: 0+ pad;log|J, ]},

und es ist zu beweisen, dall aus diesen zwei Formeln die dritte
(43) 08 = &3 To|" Ci{0:9+p8dlog 7.}

folgt. Setzen wit die rechte Seite von (41) in die Gleichung (42) ein, so

erhalten wir
a;-E = &, |J1["Bi.{e|J|"A}(;6 +-pgd;log |J|) +pe|J |"g0;log ||}
= ee, | J|" |J|P {B}, A}(0;8+ pgd;log|J|) +pa Bj0;log ||}
Aber es gilt
a9 d

Bj0; = Pl B A} = ¢,

und folglich erhalten wir

058 = eey|J3|" (040,81 padjlog |]) -+ pgdlog| |}

KEs ist weiter _
8 &
U;c()'; — 'j—_',;'aj — ":‘—_—ky
0¢
was zZu
058 = ee, || {CL[0;8+pa0;log || +pgd;log|d, |1}
= e, |Jo["{0}(0;6+pgdslog | ,)))
fihrt. Endlich bemerken wir, dal}

1, 1, 1 fir  W-Dichte,
€ = Ey =
sgnJ, fiur @G-Dichte

sgnd, = sgn(J, J,;) = sgnd sgnJ,
ist, woraus

fiir beide Fille folgt. Damit wurde gezeigt, dall (43) eine Folge von (41)
und (42) ist, und so haben wir bewiesen, dal} (39) tatsidchlich ein geometri-

sches Objekt zweiter Klasse mit n+1 Komponenten darstellt.

Diese zwei Beispiele erschopfen keineswegs alle Differentialkomitan-
ten erster Ordung und zweiter Klasse einer Dichte. Die Ermittlung der
weiteren ist jedoch keine leichte Frage. Auf diese werden wir in einer

spateren Arbeit zuriickkommen.
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