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SUR LA LIMITE DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE DE COUCHE
DOUBLE ETENDUE SUR UNE COURBE VARIABLE

PAR
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J’al étudié dans mes publications antérieures [1] et [2] les propriétés
intégrales du potentiel logarithmique de couche simple et celui de couche
double étendues au contour /" d’'un domaine plan simplement connexe Q.
Soit {77} une famille, dépendant du paramétre réel r, des courbes disjo-
intes /'y = I" et I',, la courbe I" étant la limite, dans un sens convenable,
des courbes I, lorsque » tend & zéro. ‘

Le probléme qui va étre étudié est celui d’existence de la limite du
potentiel logarithmique de couche double (de couche simple) étendue
a la courbe 7', et de ses dérivées lorsque » — 0. Dans les publications préei-
tées, les courbes I, étaient supposées paralléles & la courbe I'. Cette hypo-
these n’est pourtant pas nécessaire. Je vais démontrer & titre d’exemple
(cf. §3) le théoréme concernant le potentiel logarithmique de couche
double, analogue aun théoréme 2 de mon travail [1], mais dans lequel
la famille de courbes I (introduite ici au § 1) ne se compose pas de courbes
paralléles. La démonstration sera basée sur les lemmes 3 et 4 du travail [1].

1. Norartons. Une courbe située sur le plan de la variable complexe
# = w-tiy sera désignée par I' et dite courbe simple fermée lorsqu’il en
existe une représentation paramétrique z = z(s) pour 0 <s < L, ol

(1) #(s) est une fonction continue avec sa dérivée premiére 2’ (s) et
périodique de période L > 0,

(ii) on a z(s;) = z(s,) o1 0 < s, < s, < L si et seulement si 8, = 0
et s, = L.

Admettons en outre que

(1) |2°(8)] =1 lorsque 0 <s < L.

La courbe I' sera dite de classe 0" lorsque la fonetion périodique
2(s) est de classe C". Si, en outre, la dérivée 2™ (s) satisfait & la condition
de Holder avec Iexposant g, ot 0 < f < 1, la courbe I" sera dite de classe
C;. La représentation paramétrique z = z(s), oit 0 < s < L, de la courbe
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simple fermée de classe C" (de classe (%) s’appellera normale lorsque la
fonction z(s) est de classe C" et satisfait aux conditions (i)-(ii) et (1).

Dans la suite, o désignera un nombre positif, » un nombre réel arbi-
traire et m un nombre entier non négatif.

2. LEMME. Soit I': 2 = 2(s), o 0 < s < L, une courbe simple fermée
de classe C}. Soit

(2) w(r,s) = a(r, s)+if(r, s)
une fonction continue pour —po, <1 < g, 0l 0, > 0 et périodique de période
L par rapport a la variable s, telle que
(3) w(0,s) =idz'(s) lorsque 0 <s <L
et pour laquelle il existe une constante a > 0 telle que
(4) w(r, ) —w(F, §)| <a(ls—S|+|r—7])
lorsque |r] et 7] < g, (1).
Soient A, le rectangle |r| < 0,0 <s<<L ot 0 <p <y €t P, son
tmage par la transformation
(5) 2 =2z(8)+rw(r,s) ouw 2z=ux+1y.
Enfin, soit S, Parc décrit par le point z(0)4rw(r, 0) lorsque |r| < o.
Alors il existe un nombre positif o, < g, tel que la transformation (5),
continue dans A, , a la transformation inverse
(6) r=Aix,y), &=pr,y)
définie dans P, el continue dans P, ™8, .
En admettant en outre que
() (¥nyYn)ePyy tw = A(Zny Yn)y 8o = p(@ny Yn) pour m =1,2,...,
Hm (2, ¥x) :(way)esgl et r=Ax,y),

N—>00
la suite {(rn, $u)} @ tout aw plus deux points d’accumulation, @ savoir (r, 0)
et (r,L).

Démonstration. Il est évident que la transformation (5) est con-
tinue dans A, . Pour établir 'existence de la transformation inverse
dans un rectangle 4, ou ¢, < gy, SUpposons par I"impossible qu’il existe
des suites {(71, $14)} €t {(7an, S2n)} telles que
(8) Bm oy, =lm 75, =0, 08 <Ll, 0<8<d,

N—00 n—00
(9)  (Tiny S1n) % (Tany S2n) €6 2(810) + 710 W (T1ny S10) = 2(S2n) +720%0 (205 S20)

pour «»=1,2,...

(1) Les hypothéses (3) et (4) entrainent & elles seules que la courbe I' est de
classe ] et que la fonction w est continue.
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On peut admettre sans restreindre la généralité que
(10) L8 SOy i pour n=1,2,.,.

B sy =8, LM 8 =8 e 0§ <8< L,

n—>00 N—c0
On a d’apreés (9) et (5)
(11) %(89n) —2(S10) F720 0 (Tany S2n) —T1n W (T1n, S10) = 0,

d’olt z(s,) = z(s,) en vertu de (8) et (10). I’hypothese (ii), satisfaite par
la fonction z(s), entraine donc lalternative s, = s, ou bien s; = 0 et
s, = L. Posons pour n =1, 2,...

An = 0Op +7’ ('rzn—rln)

ol
Somn —S1n lorsque s, = 8,,
o 8on—L—8,, lorsque s, =0,8, = L.
Il est évident que
(12) lim 4, =0 et |4,/>0 pour =n=1,2,...

nN—00

et, vu (3), I’égalité (11) peut étre mise sous la forme
(13) & (S) Ont (o —"10) [ (Tans S20) —w (0, 814) ]+
+ (T2 —"10) %" (S10) 710 [W (P20 s San) —0 (T1ny S1n)] = 0(0%).

La fonction w(r,s) ayant été supposée périodique de période L
par rapport & la variable s, on déduit de (13), (1), (4) et (12) Pinégalité

1< “{HMH [720]) ”—IZ,_T—" + (1710l + ran—"1m]) I'Z'|} + ";Zj” )

ce qui entraine 1 < 0 en vertu de (12). L’existence de la transformation
(6), inverse & la transformation (5), considérée dans le rectangle A4, ,
est ainsi établie.

Pour achéver la démonstration du lemme admettons en outre les
hypothéses (7) et supposons que lim(z,, y,) = (z,y). Soit r = A(z, ¥),
n—-o00
8§ =u(x,y), ou 0<Ls<L.

On a
Hm [2(8y) +10w (s, $u)] = 2(8)+rw(r, s)

n—00

et chaque point d’accumulation (#, s) de la suite {(r,,s,)} satisfait a 1’
bgalité z(8) 47w (?,s) = z(s)+rw(r,s). Il en résulte que s =3 et r =r
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8is >0, et sis =0onaoubiens =0et 7 =r, oubien § = L et ¥ = 7.
Le lemme se trouve ainsi complétement démontré.

COROLLATRE. Sous les hypothéses du lemme, il existe un nombre o, < p,
tel que toute courbe

(14) Lz =2.(8), 0<s <L ot 2.(s) =za(s)F+rw(r,s) et |r|] <o,
est fermée et w’a pas de points doubles.

3. THEOREME. Avant d’énoncer le théoréme concernant le potentiel
logarithmique de couche double, faisons correspondre i toute fonction
p définie sur la courbe Iy =1:2 =2z2(s) ol 0 <s < L une fonction
P(s) = p[2(s)] ol —oo0 < § < + oo et appelons p fonction de classe O™ (T
lorsque la fonction périodique p(s) est de classe ¢™. Ceci convenu, pro-
longeons la fonction p dans Iimage P, du rectangle 4, (cf. (5)) de
maniére a avoir conformément i (14)

pl2(s)] = plz(s)] lorsque 0 <s<Let|r <o

Désignons par =, le vecteur normal au point zel) dirigé vers D’in-
térieur du domaine limité par la courbe I, et considérons les potentiels
logarithmiques de couche double dus & la densité p

= [»@

On a alorg le théoréme suivant:

Soient m = 0 un entier, {I} la famille, dépendant du paramétre r

oi |r| < 0y > 0, composée de courbes définies par (14), la courbe Iy = I':

z=2(s) ot 0 <s <L étant de classe C™* Admettons que la fonction

w(r, s) defmw par (2) est continue lorsque |r| < p,, périodique de période L

par rapport a la variable s et assujettie auw conditions (3) et (4). Enfin,

admettons que les dérivées (& [0s)w(r,s), ow j =1,..., m--1, existent, sont
conlinues par rapport a s et que pour r — 0

Cldsy (3)  ou  |r| < o

i
(15) —ag;.w(fr,s)zO(l) pour j=1,...,m+1.

(*) Le symbole dsy; employé ici au liew du symbole ds., usuel pour désigner
Iélément d’arc de la courbe I':, sert & indiquer que e¢’est le point z qui varie dans
I'intégration. Si » = 0, on peut mettre simplement

V() = v,(¢) = fp(~

car I' = I}.
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Sous ces hypothéses pour chaque peC™(I") les dérivées tangentielles
(6’“/68’;)1}0(6), ouw k=0, 1,...,m, exvistent, sont continues en tout point
Cel et

lmola z fp zig log]zﬂ £| A8y o
o>
>0

k

_”a_gf{vo(é.)iﬂp(é')} (k=0,1,...,m)

uniformément par rapport a el

Démonstration. I'existence et la continuité des dérivées 6* v, () /st
pour k= 0,1,...,m ont été établies dans mon travail précité (voir
[1], p- 295). On n’a & considérer que les nombres r tels que || < g, > 0 ol
0, est un nombre défini dans le lemme. La suite de la démonstration se
rameéne alors a celle de la propriété

Ak
(16) hm; [p(z,) —p(

r—0 z ry

—C|ds,,

o
=7f ]—loglz—é'ldsz ot k=0,1,...,m,
C

la convergence étant uniforme par rapport a Cel’

Soit £, un point arbitraire de la courbe I'. Il suffit évidemment de
montrer que les limites (16) éxistent uniformément dans un arc de I’
contenant {o et de longueur positive indépendante de {,. Soit = = z(s),
ol 0 <8< L, 1a replésenta,tlon paramétrique normale de la courbe I’
et tolle que {, = 2(L/2). Posons

(17)  8(s,0)

I

[@'[o4(s—0)ldz, T(s,0) = fy [o+7(s—o)]dr,
0

R(s, 0) = 82(s, 0)+T12(s, o).
On a alors
(13) |2(s)—2(0)[* = R(s, o)(s—o0)*
et il existe une constante ¢ > 0 telle que

(19) _ R(s,0) >=¢

dans le rectangle

(20) 0<s<L, L5<o<4Lf5.
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I1 résulte de (17), (18) et (2) que
(21)  |2(s)—z(0)|* = R(s, 0)(s—0)*+2r(s—0) X (r, 5, o)+ |w(r, )],
ou
(22) X(r,s,0) = 8(s,0)a(r,s)+T(s, o)p(r,s).

En vertu de (1)-(4) et (19)-(22), il existe des constantes p, et ¢,
assujetties aux conditions 0 << g, < 04,¢, > 0 et

(23)  |2:(8)—2(0)|2 = e, [(s—0)2+7r2] dans I'ensemble (20) pour |r| < g,.
I1 est aisé a constater qu’il existe une fonction @ (s, o) de classe O™

telle que —vy'(s)8(s, o)+2'(s)T (s, ¢) = Q(s, 0)(s—a). Compte tenu de
ce que z,(s) = z(s)frw(r,s), remarquons que

0 | La(s)Lralr, s)—a(a)][—y' (5)—Be(r, )]
e v L 2 () 2 ()P [24(r ) -
4 [?/(8)+7'48(7'3 8) “—y(U)] [z’ (8)4—7’03(7‘7 8)]
2 (85)—= ()2 (", )] ’
et posons

U(r,s, o) =T(s, 0)as(r, 8)—8(s, o) Bs(r, s),
(25) Vir,s) = —a(r,s)y’(s)+p(r,s)@'(s),
W(r,s) = f(r,8)as(r,s)—a(r, s)ps(r, s).

Vu (24), (21) et (25), il est aisé & vérifier que pour établir la propriété
(16), il suffit de démontrer la suivante:

. dF - - . Q(s—o)2+r(s—o)U+rV4r:w
B0 I ar ) PO PO e —a Xt
&F Qs o)
:E;Ef[p(s)—p( )] R((S,G) ds pour k=0,1,...,m

uniformément par rapport a ¢ dans lintervalle fermé L[5 < o < 4L/5.
La démonstration de (26) est par ailleurs analogue a celle du lemme 5
de mon travail [1].
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Soient
(27) M,(r,s8) =V(r,s), Myr,s)=|w(r,s)?,
Ny(rys,0) = Ky(s, 0) = [P(s)—p(0)1Q(s, 0),
Ny(r, s, 0) = Ky(8, 0) = R(s, 0),
(28) Nalr; 8, af = X(r, 8, o),
Ny(ry8,0) = [B()—P()]T(r; 5, 0),
Ni(rys,0) = [p(s)—Dp(a)]W(r,s),

Py(r,s,0) = Ny(s—0)2+r(s—0) Ny+r2N;+r[p(8) —p (o)1 M,
Py(r,s,0) = Ny(s—0)2+2r(s—o)N3+r:M,.

(30) Py(r, s, 0) = [2,(8) —2(0)|?

et la propriété ( 6) qu’il g’agit de montrer prend la forme

(31) f {r,8; a)
7‘—>0 da P27" 8 U

§
f[p(s) 120D g powr  k=0,1,...,m
R(s, o)
uniformément par rapport & o dans Pintervalle L/b < o < 4L/[5.
Soient
6* v,j—
M,o(r,s) = M,(r,s), M,r,s) = _a:—l pour »=1,2,
ON,;_ ON,;_
(32) N,4(r;8,0) = N, (r,8;0); N, = i=1 -1
0s do
pour »=1,...,5,
oP,;_ 0P, ;_
Pilr, 8, 0) = P,r,8,d), P, = J—1 4 J-1

0s do

pour »=1,2
oL j =1,..yMm
On vérifie aisément que, dans lintervalle fermé L[5 < o < 4L/5,
P,(r, L P,(r,0
(33) o len@)  Fglly e o 0 < g o x = 1,2,
Poy(r, L, o) Poy(r, 0, o)
K, (L, o) _ K,;(0, o)
Ky(L, o) K(0, 0)

ot j =0,1,...,m (cf. (28)).

(34) pour »=1,2
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Il résulte de (23) et (30) que
(35) Py(r, 8, 0) = c,72 > 0 dans le regtangle (20) si 0 < || << 0,.

En vertu de (33), (35) et du lemme 3 de [1], il existe des constantes
Al ay...aqs indépendantes des fonctions P, et P,, et telles que

ar Pl(r 8, q)
36 s~—f (r,8,0;k)ds lorsque L[5 <o < 4L/
(36) do® y Ps(r, s, a) ¥ 1 / /o

pour k =0,1,...,m et 0 < |r|] < g, OU
¢(r,8,0;0) :‘P(r §,0) = Py(rys,0)[Py(r, s, 0),

y [P\ Py \%
37 r,s, o3 k) Z ZA{, . ( 2) (__.)
(37) @(r, 8, 0; Y szo Po Po

7=0 aj...ap
dans ’ensemble (20) lorsque 0 < ¢; < kpouri =1,...,ket a;+2a,+...}
ko, = k—j (*).

Les fonctions Py;(r, s, o), Pyj(r,8,0) ou j =0,1,..., m étant aussi
définies pour r = 0, il est évident que le membre droit de (37) définit
pourr = 0 des fonctions des variables s et ¢ dans I’ensemble — co << s < oo,
L[5 <o <4L[5,0us # ¢+nLpourn =0,1,...,etpourk =0,1,..., m.
Ces fonctions seront désignées dans la suite par ¢(0,s, o; k).

En vertu de (34), (28), (19) et du lemme 3 de [1], on a dans Dinter-
valle fermé L/5 <o <4L/b

B

. (s, 0o

ok [p(s)— (G)]_jf@%ds :fcp(O,s,a;k)ds pour k=0,1,...,m.
d 0

i 7

Pour que (31) soit démontré, il ne reste done qu’a démontrer (cf.
(36)) que | o

L
(38) hqur 8,05 k)ds :ffp(O,s, oy k)ds pour Lk =0,1,...,m
0

r—0 0

uniformément dans Pintervalle fermé L/5 < o < 4L/5.
Or vu (29) et (32), il est facile de vérifier qu’il existe des constantes
Gy OU 2 =0, .50 J =0, ... My Gpgy =1 6t
P(r, s, 0) = Nli(s_0)2+7'(s_a)N:j""’rzlvsj pour  j < n,

le(T', 8: 0) = _P;n(l', 87 G)+?' [i)(m)(s)——ﬁ(m)(()’”j]/[m(r, S)

(39)

() Les valeurs numériques des constantes A 7 et leur nombre ne jouent

ay...ap.
ici aucun role. Il importe uniquement que les constantes soient finies et que, pour

chaque %, le membre droit de (37) ait un nombre fini de termes.
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ol
) 1
Ny(r,s,0) = Ny+ ZaﬁMU_iffo(i“)[a—}—r(s—a)]dr
=0 0
our | < m
(40) . ) j<m,

Nim(ry 8, 0) = N4m+2amM1mﬂl- f P [o+1(s—0)]dr,

Prm(T7 $,0) = N]m(s_‘o)z‘l‘fr(s_'o')thm—f—’r N

I hypothése (15) entraine lexistence d'un €' >0 tel que les con-
ditions

|N,;(r, s, 0)| <C dans Pensemble (20) pour » =1, 2,3, b,
(41) ! |N%(r, s, o)] < O dans V'ensemble (20),
C

| M,;(r, 8)| < C dans lintervalle fermé 0 <s < L pour » = 1,2

sont satisfaites lorsque |r| < g, et j = 0,1,..., m. En vertu de (39)-(41)
et (29) on a
|Pin(ry 8, 0)| < Cl(s—0)+ |r|[s —o| +72],

(42)
1P (7, 8, 0)| < Cl(s—0)*+[r|[s—al+77]

pour » =1 et j =0,1,...,m—1 et pour » =2 et j=0,1,...,m On
voit que

lim P}, (r, 8, 6) = Pin(0, s, 0) = Niu(s—0)?, lim M,, = V (0, s),

r—0 =0
ik lim P,;(r, s, 6) = P,;(0,8,0) = N,j(s—0)* pour »=1,2
r—0

et § =0,1,..., %

uniformément dans 1’ensemble (20).
Vu (37) et (39), il est aisé a constater que

. _ m Pin(r, 8, 0) T[ﬁ(m)(s)“ﬁ(m)(a)]Mm }
(44) qo(?‘,s,a,m) = 0...0{1320(7_,8’0.) Po(r,s,0) =

Py \1 Py \om
Aa P (e JPOY L 5
+Z Z 1 Pog (on) (on)

En vertu de (37), (44) et (42), (43), (30) et (23), on déduit (38) du
lemme 4 du travail précité [1], ce qui achéve la démonstration du théoreme.
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