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SUR UN SYSTEME NON LINEAIRE
DINEGALITES DIFFERENTIELLES PARABOLIQUES
CONTENANT DES FONCTIONNELLES

PAR
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Considérons un systeme d’inégalités différentielles de la forme sui-
vante:

z: gf"(t,m,z,z;‘;,z;x, E(z(ty ))) (t=1,...,m),

ol @ = (®y,...,4,), 2 =(3",...,2"), 2, est le gradient de la fonection
#(t, #) par rapport a w, 2L, est la matrice de ses secondes dérivées et
£(2) = (£,(2), ..., &p(2)), &(2) étant pour I =1,...,p une fonctionnelle
dans P’espace des fonctions de z définies dans un ensemble G et dont les
valeurs sont des points de l'espace a m dimensions.

Posons dans Despace-temps (#, x;, ..., %,)

Q=(0,TYxGd e X=(0,T)x0G,

ol ¢ est un ensemble ouvert et borné dans ’espace (2, ..., 2,) et T < + oo.
Etant donnée une fonction «(t,x) définie dans 2, désignons par 2, le
sous-ensemble de X dans lequel a(t, z) # 0.

Soit fi(t,@,2,q,7,8) OU ¢ = (G1y---5qy)y 7 = (1) est la matrice
carrée 4 n dimensions et s = (s, ..., s,) une fonction définie pour (¢, x)e 2
et pour z,q,r et s arbitraires. Cette fonction sera dite elliptique par
rapport a la fonetionnelle & et a la fonction u(t, #) = (ul(t, L)y ooy U (t, )
de classe ' dans £ lorsque pour tout couple des matrices réelles et sy-
métriques r = (r;), ¥ = () telles que r <r (c’est-a-dire telles que la
forme quadratique

2 (75— i) A A
i

7’ 1

n’est pas positive) on a pour (¢, x)e2 Dinégalité
Fi(ty o, ut, @), it @), 7y &(ult, )

gfi(t’ x,u(t,x), u.fc(ta‘m), ';a E(u(t, )))
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Eerivons z <z pour deux points z = (21,...,2") et 2 = (3!,...,3™)
lorsque 2’ < pour j =1,...,m. Enfin, désignons par O, (@) Pespace
des fonetions continues dans @ et dont les valeurs sont des points de
lespace & m dimensions, la norme pour z(z) = (3'(x), ..., 2" (2)) 0,y (@)

étant définie par la formule
12|l = maxmax[z"(w)].
T ze@
THEOREME. Admettons que
1° les fonctions f'(t,x,2,q,r,8) o i = 1,..., m sont définies pour
(t,x)eQ (1) et pour z,q,r et s arbitraires, la fonction f* étant croissante

par rapport aux variables 2',..., 2" Y 2"t L g™ 8y, ..., 83

2° on a fi(ty Ty2yq,7, 3)—fi(t; €y E;’ q,7,8) < o(t, II;&X(ZT.——?)—l—mIax
|$;—81|) pour t >0 et z =2, la fonction o(t,y) étant continue, croissante
par rapport & y et non négative pour t>0 et y =0, et telle que la
Jonction y(t) = 0 dans tout intervalle 0 <<t <y est Punique solution de
Véquation ordinaive dy|dt = o(t, (1+L)y) satisfaisant & la condition
lim y(t) = 0;

1—0
3% les fonctions u(t, @) = (ui(t, @), ..., w"(t, ) et v(t, w) = (v'(2, x),
ey V(2 m)) sont continues dans £, de classe C' dans Q et possédent des

dérivées partielles du second ordre par rapport aux variables x continues
dans 0;

4° les fonctionnelles & on 1 =1,..., p, définies dans Vespace C,,(G),
sont croissantes et satisfont a la condition de Lipschitz

|&1(2) — &(2)] < Lz —zll;

5° la fonction f' est powr j =1,...,p elliptique par rapport & la fone-
tionnelle & = (&,,..., &) et a la fonction u(t,x);
6° Dinégalité différentielle

Uty @) —vj(t, @) <[ty @, u(t, @), wh(t, @), wha(t, @), &(u(t, ) -
—f(ts @, 0(t, @), Vh(1, @), vh(t, @), Ew(t, )
est satisfaite en tout point (t, ) eF; o
By = {(t, ®)eQ: W (t, 2) > o' (¢, 2)};

7 on a w(0,2) <v(0,2) pour weG;

(*) Le cylindre 2 peut d’ailleurs &tre remplacé par un ensemble beaucoup
plus général (cf. [1]).
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8° les fonctions o'(t,x) sont non négatives dans X et les fonetions

¢ (t,e,y), définies pour (t,x)eX et y arbitraires, sont strictement croissantes
par rapport a y;

9% @ tout point de X, vient correspondre une demidroite I; issue de
ce point, orthogonale a Daxe t et dont un segment initial est contenu dans !_2;

10° les fonctions ' (t, x), v’ (t, z) ont leur dérivée swivant la demidroite
l; en tout point de X,; et satisfont aux inégalités

V’j(t; r, “j(ta m))—qoi(t, Z, 'Ui(t; w))

. afu (t, x)— (t
< d(t, w) L ,w;l vt 2] pour  (t,x)eX,;,
i

u"(t, w)—@"(t, x) <0 pour (i, x)eX\Z,.
Alors
(1) w(t, ) <o(t,x) en tout point (t,w)eﬁ.
Démonstration. Posons
Mit) = ma_x[ui(t, x)—v'(t, )] et Ml = quﬂ[i(t).
e ?

La thése (1) équivaut évidemment & la suivante:
(2) M(t) <0 pour te[0,7),
qui sera établie dans la suite. Il est évident que

I. la fonction M(f) est continue dans Dlintervalle [0, 7), et que
(cf. 7°)

II. on a M(0) < 0.
Jjommengons par démontrer que

IIIL. D_M(t) < oft,(L+L)M(t) pour teH, ou K = {te(0,T):
M(t) > 0}, et D_ est la dérivée inférieure & gauche.
Soit fye K. Il existe un indice j =1, ..., et un point x,e@ tels que

(3) M(ty) = M (ty) = ' (ty, #) —V (1o, @),
(4) D_M(t,) <D~ M(t,).

Les hypothéses 8°-10° impliquent (cf. [1]) que (f,, z,) est un point
intérieur de . Il en résulte d’apres 3°, (3) et la définition de M’(t), que

(5) Wty @) = Vi(ty, @),
(6) Wk (lyy y) < V0 (ty, @p).

Enfin (cf. [2], § 33)

(7) DM (ty) < ity @) —v](ty, @,).
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Vu que #eFE et, par conséquent, que M ({,) > 0, il résulte de (3)
que (fy, @y)el;. On a donc en vertu de 6°, (4) et (7)

D_M(t,) gfj(tuy Loy U(lyy ), “ic(toy ) ufm(to, %) s ‘f(“(to: )))—

— 1 (tas @0, ©(ta, @), T (to, @), vhalty, @), E(v(ta, *))).
D’apres (5), la derniére inégalité peut étre écrite sous la forme suivante:
D_M(t,) < [f(to, gy Wty s o), V5 (ty,s o) Ulp(ly, ), E(u(ly, ))) —
—-fj(tﬂ, oy U (tyy @)y Vi (tyy @)y Vi (lyy o)y € (W (ty, )))]-}—
+ [f’ (fos @o, (to, @), ity To)y Vot @) 5 & (8t ) —

_]d(tor Loy V(lyy %), ’Ug:(to’ ) , ?)Z;:x(toy o) 5 E(v(tm )))]

En vertu de 5° et (6), la premiére différence entre crochets n’est
pas positive, donc

(8)  D_Mte) < (tos Toy wllay @), ¥h(to, @)y Vhs(to, @) 5 & (wlty, ) —

_f (tm Xyy V(g T,), 'U:c(toy Xg)y V (to; xy) s E(”(to’ )))
On a en vertu de la définition de M (t) et de (3)

“j(toa Ty) = 'Uj(toa o) + M (1,),
't (ty, &) < v (ty, @)+ M (4)
pour xeG et pour i =1,...,m.

Les fonctions f7 étant monotones (cf. 1°), de méme que les fonction-
nelles & (ef. 4°), deux derniéres formules impliquent en vertu de (8) que
(9 D_M(1,) |
<f7( 0y Ty V(to, 2o) + M (1,) ”a:( 03 %) s Wi'z( toy @)y E[V (o, +M(to)])_

_Jd (toa Loy V(lyy Xy),y ¥ (10, %) ?)m( 0s %o) E(Q’ oy * ))7
on M(t) = (M(t), ceey M(t)). Comme M (f,) > 0, il vient pour la fonc-
tion constante A (1,)
[ M (t)]| = M(t,),

et la formule (9) prend en vertu de 2° et 4° la forme
D_M(t) < olty, 1+L)M(1)).

Le point t,e F étant arbitraire, 1a proposition ITT se trouve démontrée.
Or, les propositions I, IT, IIT entrainent (cf. [2], §14) D’inégalité
(2), ce qui achéve la démonstration de notre théoréme.
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