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1. En considérant la relation entre la solution du probléeme de Di-
richlet dans un domaine borné, régulier par rapport & ce probléme, et
la fonction intervenant dans la condition aux limites, on a introduit
grace au théoréme de F. Riesz sur la représentation d’une fonctionnelle
linéaire, la notion de mesure harmonique (voir Brelot [2] et [3]; aussi
Ciesielski et Semadeni [4]). Cette notion a été étendue ensuite aux solu-
tions des problémes aux limites relatifs a d’autres classes d’équations,
en particulier & celle des équations paraboliques (voir Bauer [1], Doob [5],
Hunt [7], Ciesielski et Semadeni [4]).

Dans le présent travail, il est question de 1’équation linéaire normale
parabolique homogéne

m m
(1)  F(u) = -_21 ig (1) X) g+ gbk(t, X) g, +o(t, X)u—u; =0
7= =
(ay =ap,t =1,...,m),

dont les coefficients sont définis dans une couche %;:0 <i < T,
Xed&™, &M étant DPespace euclidien & m dimensions et 7, un nombre
positif. Ces coefficients sont supposés des fonctions réelles. Ils sont assu-
jettis & deux conditions suivantes:

1° a;(t, X) sont bornés dans %, — plus précisement,

(2) lai(t, X)| <4, pour i,j=1,...,m,
A, étant un nombre positif — et la forme
m
A) = D ay(t, X) ks

est définie positive,
2° by(t, X) et c(t, X) satisfont dans €, aux inégalités

(3) bi(t, X)| < A1 X|+B;, ¢(t, X) < 4,|X|*+B,,
A, >0,B,=>0,4, et B, étant des nombres réels.
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Le probléme traité sera celui de Cauchy, & savoir celui de trouver
pour l'équation (1) une solution w(?, X) réguliere dans une couche

€:0 <t<T,Xe&™ (c’est-a-dire continue dans cette couche et ayant
les dérivées u,,, u;;m]. (o i,j =1,...,m) et u; continues dans la couche
€ :0<t<T,Xeé™),ouT <T,, et satisfaisant & une condition initiale
de la forme

(4) w(0, X) = ¢(X) pour Xeé&™,

ol ¢(X) est une fonction continue dans &".

Considérons d’abord la famille {¢(X)} des fonctions ¢(X) continues
dans &™ et & supports contenus dans une sphére K, de &™ (c’est-a-dire
des fonctions s’annulant en dehors de K,). Soit «(f, X) une solution de

I’équation (1), réguliére et bornée dans %, satisfaisant & la condition ini-
tiale (4), ¢(X) étant une fonction de la famille {(X)}. En supposant
qu'une telle solution « (¢, X) de (1) existe, il résulte des théorémes connus
qu’elle est unique (voir par exemple mes communications [10] et [11]).

Ayant fixé un point (¢, X)e%, on a v = F(p) olt F est une fonctionnelle
linéaire, définie dans la famille {¢(X)}. En vertu du théoréme I (voir [10],
théoréme 1) qui sera cité au n® 2 du présent travail, ¢ > 0 entraine ¥ (¢) = 0
dans K,; donc ¢, < ¢, y entraine F(p,) < F(p,). La fonctionnelle F(¢)
est par conséquent non négative et isotone. D’aprés le théoréme de
F. Riesz il existe une mesure unique u(t, X; E) réguliére dans la classe
des ensembles boreliens F < K, et telle que

(5) u(t, X) = F(g) = [ ¢(Y)u(t, X; dy)

(g’lﬂ‘

pour toute fonction ¢(X) de la famille {¢(X)} (voir Halmos [6], § 52
et § 6). 11 est aisé de voir que le domaine d’existence de la mesure u, en
tant que fonction de F, s’étend a la classe de tous les ensembles boreliens
de 6™ et que (5) est valable lorsque la fonction ¢(X) est continue dans
&™ au support borné et la solution w(t, X) de I’équation (1), satisfaisant
a la condition (4), existante et unique par hypothése, est bornée dans

la couche %. Tl sera démontré que si la fonetion ¢(X) est continue dans
&™ et satisfait & une condition concernant ’ordre de sa croissance 3 ’in-

fini, il existe dans une couche % la solution du probléme de Cauchy donnée
par la formule (5).

2. Citons et envisageons & présent les théorémes concernant les
solutions du probléme de Cauchy pour I’équation (1) et qui interviendront
dans la suite. Ces théoréemes ont été établis dans mes travaux [9]-[11].
Toutes les hypothéses sur les coefficients de 1’équation (1), admises au
n° 1, sont & maintenir.
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1. Soit u(t, X) une fonction réguliére de classe E, (') dans la couche %
et telle que F(u) < O0[F (u) = 0] dans la couche €*:0 <t <T, Xe c?m.
Si u(0,X) >0 [u(0,X)<0] pour Xeé&™, on a aussi u(t,X) =
(u(t, X) < 0] pour (t, X)e% En particulier, si w(0, X) = 0 pour X e ™, on
a u(t, X) =0 dans %,

On déduit aussitot du théoréme I 'unicité de la solution du prob-
leme de Cauchy pour I'équation (1) dans la classe K,. On déduit égale-
ment (voir [10], théoréme 2) le théoréeme qui suit.

II. Outre les hypothéses admises aw n° 1, admettons que c¢(t, X) < 0
dans €,. Soit w(t, X) une solution de Véquation (1), réguliére et de classe
B, dans la couche €. Si w(0, X) < M [u(0,X) > —M] pour Xeé™,
M étant une constante non mégative, on a u(t, X) < M [u(t, X) = —M]

pour (t, X)e®

Avant de passer aux autres théorémes, il est nécessaire d’introduire
une hypothése supplémentaire sur 1’équation (1).

Considérons un domaine borné D découpé de l'intérieur de la couche

% par une surface % de classe ¢', orientée dans le temps (c’est-a-dire,
non tangente nulle part &4 aucune caractéristique de I’équation (1)). Dési-
gnons par D la fermeture de D. Soit S, la partie de la fronticre Fr(D)
situé sur le plan ¢ = 0. Posons ¢ = & » Fr(D) et X = S,uo0. Le pre-
mier probleme de Fourier relatif a ’équation (1) et au domaine D) con-
siste & chercher une solution u(t, X) de 1’équation (1), 1éguli<)re dans
D (c’est-a-dire contmue dans D et admettant des dérivées ux , um

(ont,j=1,...,m) et u; continues dans I’ensemble D™ X) et satlsfalqant
a la condition
(6) w(t, X) = &, X) pour (t, X)eX

ot @(t, X) est une fonction continue dans ZX.

Le domaine D est dit régulier par rapport aw premier probleme de
Fourier pour 1'équation (1) avec la condition aux limites (6) (donnée
sur X) lorsque ce probléme a une solution quelle que soit la fonetion
@(t, X) continue sur 2X.

(1) Une fonction y(t, X) est dite de classe E, (M, K) dans la couche ¢ (a, M)
et K étant des constantes positives) lorsques

lu(t, X)| < MexpK|X|® pour (I, X)<%.

Une fonction ¢ (X) est dite de classe Hq(M, K) dans &™ lorsque la fonction
p(t, X) = p(X) est de classe E,(M, K) dans %.

Une fonection v (f, X) est de classe E, dans la couche % lorsqu’il existe deux
constantes positives M et K, telles qu’elle est de classe E,(M, K) dans €.
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L’hypothése supplémentaire sur ’équation (1) est la suivante:

(H) La couche % est supposée étre une somme d’une suite croissante
de domaines D, découpés de ¢ par les surfaces &,6" (ou n =1,2,...)
orientées dans le temps et dont la distance de l’origine des coordonnées
tend vers linfini avec n — oo, chaque domaine D, étant régulier par
rapport au premier probléme de Fourier pour 1’équation (1).

On a le théoréeme suivant (voir [9] et [11]):

IIL. Soit ¢(X) une fonction continue de classe E,(M, K) dans &™.
Soit @(t, X) une fonction continue de classe E,(M, K) dans la couche €
et telle que D0, X) = ¢(X) pour Xe&™. Soient u,(t, X) les solutions de
Véquation (1), régulieres dans D, (ow n =1,2,...) et satisfaisant aux
conditions

Up(t, X) = D(t, X) pour (t,X)eX,

ot X, = o,08™, les ensembles 8™ et o, étant contenus dans la partie
de la frontiere Fr(D) du domaine D, située sur le plan t = 0 et sur la surface
P respectivement. Admettons que la hautewr T de la couche € est inférieure
a un nombre T dépendant des nombres Ay, Ay, By, A, et B, qui intervien-
nent dans (2) et (3) et du nombre K. Enfin, admettons Uhypothése (H).

Alors la suite {u,(t, X)} converge presque uniformément dans & (c’est-
-a-dire uniformément dans tout sous-ensemble fermé et borné de .%;) vers umne
Jonction w(t, X) qui est une solution de Véquation (1), réguliére dans la
couche %, de classe H,(M, K) dans cette couche et satisfaisant & la condition
initiale

w(0,X) = ®(0, X) = ¢(X) powr Xed&™,

les nombres positifs M et K ne dépendant que des nombres A,, A,, By, A,,
B,, M et K (le nombre K étant indépendant de MM).

3. Considérons une suite {p,(X)} de fonctions continues dans &™
de classe E,(M, K), M et K étant des constantes positives. Admettons
que la suite {p,(X)} converge presque uniformément dans &™ vers une
fonetion ¢,(X). Cette fonction est continue et de classe H,(M, K) dans
¢™. L’hypotheése (H) étant également admise, on déduit du théoréme
ITI Pexistence d'une suite {u,(t, X)} de solutions de I’équation (1), régu-
litres de classe F, dans une couche commune %: 0 £t ’7, Xe&™ et
satisfaisant aux conditions

(7) (0, X) = @, (X) pour Xeé™ (n=1,2,..),

de méme que Pexistence d’une solution wu,(t,x) régulitre de classe F,
dans la méme couche et satisfaisant & la condition initiale

(8) (0, X) = ¢o(X) pour Xed&™
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THEOREME 1. La suite {u,(t, X)} converge vers la fonction u,(t, X)
presque uniformément dans une couche €:0 <t <T,Xe&™.
Démonstration. Introduisons une fonction

k| X[
1—pu(k)t

olt k est un parametre positif dont u(k) et »(k) sont des fonctions po-
sitives convenablement choisies. Une valeur du parameétre & étant fixée,
la fonction H(t, X; k) est réguliére et positive dans une couche [7: 0 < ¢
< Ty, Xe 6™ (o0t Ty < 1/p( k)) Choisissons les fonctions u(k) et »(k) de
facon que on ait # (H) < 0 a lintérieur de I (voir (9) et (10]).

Considérons une couche %c 0<t<Ty, Xe&™ ou Ty = min(T, Tk)
et posons

(10) wu(t, X3 %) = u, (¢, X)[H(t, X5%) pour =n=0,1,2,...

(9) H(t, X; %) = exp[ +w(k)t],

Les fonctions v, (t, X; k) satisfont & l'intérieur de %), A une équation
de la forme

m

(1) F@) = Y aylt, X)vhg,+ Zbk (ty X) v, +8(t, X)v—v; = 0

i,f: 1

ou les coefficients b;(f, X) et (¢, X) satisfont aux inégalités analogues
a (3) et

&(t, X) = %ﬁ(H) <0.

En choisissant & = K, on déduit de (7), (10) et (9) l'inégalité
|0,(0, X3 K)] < M pour Xe ™ ot m =0,1,2,..., dour

(12) |u,(t, X)| < MH(t, X; K) pour (t,X)e%TK et n=20,1,2,...
Choisissons un T tel que 0 < T < T'gx. On a en vertu de (9) et (12)
[un(t, X)| < MexpK|X|? pour 0<t<Tet Xeé™, n=0,1,2,...,

oL M et K sont des constantes positives.

Pour établir la convergence de la suite {u,(t, X)} vers la fonction
#y(t, X), choisissons une valeur %’ > K du paramétre &k de fagon a avoir
T < T < Tg. Envisageons la suite {v,(t, X;k")} ol n =1,2,... et
la fonction v,(t, X; k’). Les fonctions wv,(t, X; k') sont régulieres dans
la couche %k 11 résulte de (10), (12) et d’une propriété de la fonction
H(t, X; k) (démontrée dans mon travail [9], p. 150, lemme) qu’il existe,



128 M. KRZYZANSKI

pour tout ¢ >0, un R > 0 tel que |X| > R entraine |v,(t, X; k)| < ¢/2
pour » = 0,1, 2,... et pour tout ¢ tel que 0 <t <T. Posons

Wy (ty, X5 k) = vu(t, X5 k") —v(t, X3 %') pour =n=1,2,...
On a d'une part

(13)  wu(t, X;k') <epour |[X| >R, 0<t<Tet n=1,2,...

D’autre part, la suite {g,(X)} convergeant uniformément vers ¢,(X)

pour |X| < R, on a limw,(0, X; %) = 0 uniformément pour |X| < R.
N—00
1l existe par conséquent un N > 0 tel que

(14) |w, (0, X3 k') <e pour |X|<Retn>N.

Les fonctions w, satisfaisant, elles aussi, &4 une équation de la forme
(11) ot e < 0, on déduit de (13) (appliqué a | X| = R), de (14) et du principe
d’extremum relatif aux solutions du premier probléme de Fourier pour
une équation normale parabolique (voir Il'in, Kalashnikov et Oleinik [8],
§ 1), inégalité

(15)  |wu(t, X3k) <e pour |X|<R,0<t<Tetn>N,
d’olt en vertu de (15) et (13)
[t (8, X5 k") —uo(t, X5 k') < eH(t, X5 &)

pour Xedé™, 0 <t <T et n > N.

On a donce
(16) Hm u, (¢, X) = u,(t, X)

N—00

presque uniformément dans la couche #: 0 < ¢ <T, Xe &™, ce qui achéve
la démonstration. '

Remarquons que 7' différant de 7z aussi peu que ’on veut, la con-
vergence (16) est presque uniforme dans la couche 0 <t < Ty, Xe&™,

4. Considérons maintenant une famille {@(X)} de fonctions continues
dans &™ ayant les propriétés suivantes:

1° toute fonction @(X) est au support borné (voir n° 1),

2° toute fonction @ (X) est de classe E,(M, K) dans &™, les con-
stantes M et K étant communes pour toute la famille {@(X)}.

D’aprés le théoréme IIT (voir n® 2), & chaque fonction @(X) vient
correspondre une solution #% (¢, X) de ’équation (1), satisfaisant & la con-
dition % (0, X) = @(X) pour X e &™ et toutes ces solutions sont réguliéres
de classe H,(M,K) dans une couche commune %:0 <t <T, Xe&™,
les constantes M et K étant communes.
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I existe (voir n° 1) une mesure non négative u(t, X; E), telle que
toute fonction w(t, X) de cette famille est représentable par la formule

w(t, X) = f{D(Y),u(t,X;dY).
Em

Une fonction ¢(X) continue de classe H,(M, K) dans &™ étant
donnée, il est aisé de construire une suite {pn(X)} de fonctions qui appar-
tiennent & la famille {@(X)} et qui convergent vers la fonction ¢(X)
presque uniformément dans &™. Soient u, (¢ y X)oun =1,2,... et u(t, X)
des solutions de I’équation (1), régulidres de classe E,(M, K) dans € et
satisfaisant pour X e ™ aux conditions initiales n (0, X) = ¢,(X), u(0,
X) = ¢(X) respectivement. On a

(17) Un(ty X) = [@u(V)p(t, X;dY) pour (t, X)e@
gm

et il existe un 7T tel que 0 <T <T et que

(18)  limw,(t, X) = u(t, X) pour (t, X)e®,0<t<T et Xe&m
n—00
La fonetion u(t, X) est également représentable dans la couche @
sous la forme (5), ce qui va étre établi.

5. Commengons par démontrer le théoréme suivant:
THEOREME 2. Il existe un nombre T > 0 tel que

Jexp(B|YP)u(t, X;d¥) < oo powr (1, X)e€, 0 <t <T et Xe&™

am

K étant la constante introduite au n° 4,

Démonstration. Soit {p,(X)} une suite non décroissante de fonc-
tions continues de classe B,(1, K) dans &™, aux supports bornés et
telles que lim @, (X) = exp K |X|%. Soit {#,(t, X)} la suite de solutions

N—00

de I’équation (1), réguliéres de classe E, dans la couche % et telles que
(0, X) = @,(X) pour » =1,2,... Dune part, il existe en vertu du
théoréme 1 un nombre T < 7' (le méme qui a été choisi au n°® 4), tel que

(19)  lima,(t, X) = @(t, X) pour (t, X)e®,0<t<T et Xe&™

N—00

w(t, X) étant la solution de Péquation (1), réguliére de classe B, dans %
et telle que @ (0, X) = exp K| X|® pour Xe&™. D’autre part, on a

(20)  @u(t, X) = [gu(¥)p(t, X;d¥Y) pour (f, X)e% et n=1,2,...

&m

Colloquium Mathematicum XVTI. 9
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La suite {wu,(t, X)} est monotone non décroissante et on a d’apreés
(19) u,(t, X) < u(t, X) pour (t, X)e% et n = 1,2, ... Par suite, le point
(t, X )e‘6T étant fixé, la suite des intégrales formant le membre droit de
(20) est bornée supérieurement. On a en vertu du théoréme de Lebesgue
sur Vintégration terme & terme des suites monotones (voir Saks [12],
p. 28, et Halmos [6], § 27)

[ exp K | Y pt, X5 dY) = lim i (t, X)
&m _
= u(t, X) < oo pour (t, X)e®,
ce qui achéve la démontration.

THEOREME 3. Soit ¢(X) une fonction continue de classe Hy(M, K).
Soit u(t, X) une solution de Véquation (1), réguliére et de classe E, dans

la couche € (voir théoréme 2). On a Végalité (5), c’est-a-dire

u(t, X) = fzp(Y)y(t, X;dY) pour (t,X)e¥,
gm
u(t, X; E) étant la mesure définie au n° 4.

Démonstration. On a, comme il a été6 montré au n° 3, les égali-
tés (17), la suite {u,(t, X)} de solutions de Péquation (1) satisfaisant
aux conditions (7) olt ¢,(X) sont des fonections de classe E,(M, K) aux
supports bornés. 11 résulte du théoréme 2 que les fonetions ¢, (X)) sont
bornées par une fonction commune, sommable (intégrable) par rapport
5 la mesure u(t, X; E). D'une part, on a en vertu du second théoréme
de Lebesgue sur lintégration terme a terme (voir Saks [12], p. 29, et
Halmos [6], §26)

lim w, (1, X) =lim [, (V)u(t, X;dY) = [o(Yp(t, X;aY).
gm

N—00 N—00 am

D’autre part, on a (18) et par conséquent I’égalité (5) pour (¢, X)e;ﬁ—’.
Remarque. La mesure u(t, X; E) dépend évidemment des coeffi-
tients de I’équation (1). En apparence, elle dépend aussi du nombre K,
mais la facon dont elle a été introduite (voir n° 1) montre qu’il n’en est
pas ainsi. Par contre, le domaine de la validité de la formule (5), ¢’est-

-d-dire la couche %, dépend en général du nombre K.
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