COLLOQUIUM MATHEMATICUM

XXVI DEDIE A M. WLADYSELAW SLEBODZINSKI 1972

UBER DIE KONSTRUKTION VON METRISCH-AFFINEN
RAUMEN VON REKURRENTER KRUMMUNG

VON

ARTHUR MOOR (SOPRON)

1. Einleitung. Unter einem metrisch-affinen Raum R, verstehen wir
im folgenden eine n-dimensionale Punktmannigfaltigkeit in der eine
Metrik durch einen symmetrischen Grundtensor g, (!, ...,2") und eine
lineare Ubertragung der Vektoren durch die Ubertragungsparameter
Li.(x, ..., x") festgelegt ist. L7, ist unabhingig von den g; angegeben
und bildet mit dem metrischen Grundtensor zusammen die Fundamen-
talgroBen des Raumes R;.

Bezeichnen wir durch I/, die durch g; bestimmten Ubertragungs-
parameter, d.h. die Christoffelschen Symbole zweiter Art,

. def

i = 49" (01904 039 — 0,9u)
so kann man offensichtlich L/, in der Form
(1.1) Ji(@) = Ifi(@) +47(2)

schreiben, wo A7, einen Tensor dritter Stufe bedeutet. Es bedeutet x
in (1.1) und auch im folgenden die Mannigfaltigkeit » = (2, 22, ..., 2").
Die durch L/, und Iy, bestimmten kovarianten Ableitungen hingen
miteinander durch die Formeln

(1.1a) e = e +A45F,
(1.1b) file = for—AS;

zusammen, wo das Komma bzw. der Strich die durch die I/, bzw. L/,
bestimmte kovariante Ableitung des Vektors f' bedeutet.

In den R;-Riumen kann zu g, auch ¢ in der gewohnlichen Weise
definiert werden und mit ihrer Hilfe kénnen die Indizes der Tensoren
herauf und heruntergezogen werden, ebenso, wie in den Riemannschen
Raumen; doch es werden dadurch die kovarianten Ableitungen im allge-
meinen verindert. Es ist nimlich, wegen g; ; = 0, '

def
(1.2) 9iile = —Aije—Njuy, Ay = 95t A%
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woraus folgt, daB3 die durch (1.1) bestimmte kovariante Ableitung nur im
Falle

(1.3) Aijre+Azige = 0

metrisch ist, was wir im folgenden aber nicht annehmen wollen.
Der zu dem Ubertragungsparameter I/, bzw. L/, gehorige Kriim-
mungstensor bezeichnen wir mit R;%,; bzw. Ej%;. Es gilt

det

(1.4) R}y = 0,L% + LAY LA — KL,

wo k|l den vorigen Ausdruck, aber mit vertauschten Indizes k¥ und !
bedeutet. Auf Grund von (1.1) kann leicht der Zusammenhang zwischen
R und Rji;, bestimmt werden. Es gilt

(1.5) R} = RBiu+24 5 4+ 2Ajt[k/1|t|il]’

wo wir der Kiirze halber die Schoutensche Symbolik verwendet haben.
Zu einem orthonormierten kontravarianten n-Bein ¢* ist das adjun-
(a)
gierte orthonormierte kovariante n-Bein durch e¢; = g;€’ bestimmt.
(@) (a)
Im vorliegenden Aufsatz wollen wir die Form des Krimmungstensors

R;%, bestimmen, falls das fundamentale n-Bein ¢’ von rekurrenter kova-
(a)

rianter Ableitung ist, ferner notwendige und hinreichende Bedingungen

angeben dafiir, daB der Kriimmungstensor E;%, rekurrente kovariante

Ableitung habe.

2. Konstruktion eines orthonormalen rekurrenten n-Beins. Es sei ¢’
(a)
ein n-Bein, welches beziiglich der Metrik orthonormal ist, d. h. es gilt

(2.1) gijei ¢ =6 ¢; = oy,
(a)(b) (a) (b)

wo d, das Kroneckersche Symbol bedeutet. Auf Grund der Tensoral-
gebra folgt bekanntlich aus (2.1) auch
(2.2) ¢’ ¢; = 5.
(@) (a)
Zum n-Bein ¢ wollen wir nun solche Ubertragungsparameter L/,

(a) .
konstruieren, da8 das n»-Bein €' rekurrente kovariante Ableitung hat,

d. h. es gilt: (@)

(2.3) € | = k()€
(2) (@)

wo k, () ein kovariantes Vektorfeld bedeutet.
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Beachten wir den Zusammenhang zwischen den durch die I'/, und
L/, bestimmten kovarianten Ableitungen (vgl. die Formel (1.1a)), so
wird in Hinsicht auf (2.3):

ke =é ,+A4,5, .
(@ (a) (a)
Eine Uberschiebung mit e¢; gibt wegen (2.2):
(@)
(2.4) Afp = kp0i—€ 6.

J » ]
(@ (a)

Beziiglich des adjungierten kovarianten n-Beins e; gilt der folgende
(a)
SATZ 1. Besteht fiir das kontravariante n-Bein ¢ die Relation (2.3),
so gilt fir das adjungierte kovariante n-Bein e; (@
)

(2.5) Oilm = —kne;.
(2] (b)

Beweis. Aus (2.1) folgt nach kovarianter Differenzierung
€ eln, = —€', 6.
(a) (b) (@
Beachten wir die Bedingungsgleichung (2.3), ferner (2.1), so wird
€ €;ly = —kmbuy,
(@) ()
woraus nach einer Uberschiebung mit e; in Hinsicht auf (2.2) die zu
beweisende Relation (2.5) folgt. @
Bemerkung. Bei der Konstruktion des orthonormalen rekurrenten
n-Beins ¢’ war wesentlich, daB das Vektorfeld %, (x), fiir jedes Vektor

(a) —
des n-Beins, dasselbe war. Wire k,, auch vom Vektor ¢ abhingig, so
wire ftir 4,%, die Formel (2.4) nicht giiltig. (@)

3. Bestimmung des Kriimmungstensors mit Hilfe von ¢'. Bildet
. (a)
man die Vertauschungsformeln fiir den Vektor ', so wird
' (@)
(3.1) 6 lkh— €' Ll = " Ryt —26' 1,8,
(a) (a) (a) a
wo S, den Torsionstensor der Ubertragung L, bedeutet. Nach (1.1)

ist somit

¢ def t ¢
Skl = L[kl] = A[kl]'

Eine Uberschiebung von (3.1) mit e; gibt nach (2.2).
(@)

(3.2) R;ikl = (eilkll—‘eilzlk)f’j+26i|tej8k‘1-
(@) (a) (a) (a) (a)
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Auf Grund der Formeln (2.3) und (2.4) kann der folgende Satz leicht
bewiesen werden:

SATZ 2. Zu beliebigen metrischen Ubertragungsparametern I'f, kann
der Tensor A, so bestimmt werden, daf

(3.3) €l =0
P (a)

un

(3-4) R;ikl = 0

gelt.

Beweis. Hat der Tensor A, die Form (2.4), so gilt (2.3). Ist aber k,,
in (2.4) der Nullvektor, so geht (2.3) in (3.3) tiber, und aus (3.3) folgt
dann nach (3.2) die letzte zu beweisende Relation (3.4).

Uberdies gilt der

SATz 3. Hat das fundamentale kovariante n-Bein €' rekurrente Ablei-

(@)
tung, d.h. besteht (2.3), mit k,, = 0,k (k bedeutet einen Skalar), so ver-
schwindet der Krimmungstensor Rj.

Beweis. Aus (2.3) folgt

¢ lilm = K Imei + kll“mei'
(a) (a) (a)

Durch Vertauschung der Indizes ! und m folgt

(3.5) € il — € lmly = K€ —28/,,k, €
(a) (a) (a) (@)

Ky = 20,k
Beachten wir nun die Formel (3.2) des Kriimmungstensors, ferner
die Relationen (2.2) und (3.5), so wird

(3.6) Ri'kilm = Klm 6;’ Klm = 2a[mkl]’

7

woraus die Behauptung des Satzes unmittelbar folgt, da K,, = 0 ist,
wenn die Gleichung k;, = 0,k besteht.

Wir wollen noch darauf hinweisen, dafl eigentlich Folgendes bewiesen
wurde:

Hat das fundamentale kovariante n-Bein €' rekurrente kovariante Ablei-
(@)
tung, d.h. gilt (2.3), so hat der Krimmungstensor die Form (3.6).

4. Rekurrenter Kriimmungstensor. In diesem Abschnitt wollen wir
solche Bedingungen bestimmen, die notwendig bzw. hinreichend sind
dafiir, daB der Kriimmungstensor R, rekurrente kovariante Ableitung
hat. Wir werden immer annchmen, daf das fundamentale »-Bein ¢

rekurrente kovariante Ableitung hat. (@}
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Beziiglich R;%,; stellen wir die Bedingung, daB
(4.1) R;ikﬂm = me;I:l

gilt, wo x,, = x, (2, ..., 2") ein Vektorfeld bedeutet. Offenbar driickt (4.1)
aus, dafl der R,-Raum ein Raum von rekurrenter Kriimmung ist.

Nach den Resultaten des vorigen Abschnitts hat der Kriimmungs-
tensor die Form (3.6), somit ist (4.1) 4quivalent mit

(4.2) K lr = %, Ky,

Wir gehen zur Bestimmung des Vektorteldes x, liber. Aus (4.2) folgt:
(4.3) Kol —Kim i1y = (#ply — % 1,) Ky«

Auf Grund von (1.1b) wird

K It =K lely = (50,0 — 20, — 28,%125) Ky«
Verwenden wir die Vertauschungsformeln auf K;,, so wird
—KlsR:nsrc _Kst;‘srt"_zKlmls 85 = 2("[;-,:] —8,%n5) Ky -
Nach (3.6) und (4.2) bekommt man aus dieser Gleichung
—2K Ky = 2%y K,y

woraus wegen K,, # 0 die Relation K, = —x,, d.h. mit Riicksicht
auf die Definition von K,

(4.4) Ok, = — 30y,

folgt.

Die Relationen (4.3) bzw. die damit gleichwertigen Relationen (4.4)
sind eben die Integrierbarkeitsbedingungen von (4.2), d.h. wegen (3.6)
die Integrierbarkeitsbedingungen von (4.1). Wir konnen also unsere Resul-
tate im folgenden Satz zusammenfassen.

SAtz 4. Hat der Krimmungstensor R 1 die Form (3.6), so ist (4.2)
notwendig und hinreichend dafiir, daf R;*,; rekurrente kovariante Ableitung
hat. Die Integrierbarkeitsbedingungen von (4.2) sind die Relationen (4.4).

Aus (4.4) folgt unmittelbar das
KOROLLAR. Es ist

at kr = —%at Ky
hinreichend fir die Gilligkeit der Relation (4.4).

Re¢u par la Rédaction le 12. 6. 1971
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