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Les structures presque symplectiques et conformes presque symplecti-
ques ont été définies et étudiées par Ehresman, Lee [1], Liberman [2],
Lichnerowicz [3] et Tondeur [9]. Le Professeur W. Slebodzinski [8]
a apporté des contributions remarquables a la théorie des espaces doués
de telles structures.

Dans une note publiée en 1967 (voir [4]), j’ai étudié les connexions
linéaires compatibles avec les structures conformes presque symplectiques
et quelques cas subordonnés. Cette note ne contenait que des résultats.
Ici, la théorie des connexions compatibles avec une structure conforme
presque symplectique sera présentée- en détail et quelques résultats
nouveaux sur les structures conformes presque symplectiques, presque
symplectiques et conformes symplectiques seront établis. Certains résultats
de [4] ont été developpés par Oproiu [7].

1. Notations. Soit M une C*-variété de dimension 2n, §(M) I'algébre
des C*-fonctions, 77(M) le F-module des champs de tenseurs du type
(p, q), X¢M) Palgébre de Lie des champs de vecteurs, X* (M) le §-module
des champs de 1-formes et AY(M) le F-module des champs de ¢-formes
sur M.

Si QeA*(M), posons

(1.1) g(X,Y) =(XAY, 2> ou X,YX(M);

g sera appelé tenseur de la forme L.
Posons aussi

(1.2) K(X,Y,Z) =<XAYAZ,d2> pour X,Y,ZeX(M);
on a, comme on sait,
(1.3) KX,Y,Z)=X¢9(Y,Z)+Yg(Z,X)+Zg(X, Y)—
—9(lX, Y],2)—yg([Y, Z], X)—g([Z, X], ¥).
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Si Beti(M) et OcX*(M), considérons @Betr)(M) et O-Bery(M);
posons (voir [5])

(0B)(X,,...,X,; 1) = B(X,,...,X,;0,1),
(@-B)(X,,..., X;57) = B(X,,..., X,;;7,0)
pour teX* (M) et X,;eX(M).

Aussi, lorsque Bet2(M) et Aetd(M), on a avec ABeti(M) et
A-Bet!(M)

(1.4)

w5) (AB)(X; 0) = A(X, 0-B),
(A-B)(X;60) =A(X,0B) pour XeX(M).
Soit encore
(1.6) Py(X,,...,X,) =P(X, X,,...,X,) pour Perj(M).

Alors, en conséquence des ces notations, si Petz(M) et Pety(M),
on a pour PPer,(M)

(1.7) (PP)(X, Y;0) = (0-D)(Y, Py),

ol (0-D)(Y, Px) est la valeur du tenseur @-@ par rapport a Y eX(M)
et & Pxer}(M). Dans un systéme de coordonnés locales, on a (®PP);
= (D;"ciliP ?k'

Enfin, si @, ¥Yeri(M), considérons le tenseur ®¥ers (M)

(PY)(X, Y;0,1) = (@'¢)(X7 (75[’)1’)’
qui, dans un systéme de coordonnés locales, a la forme (®¥P)¥ = @RFPl.,

2. Structures conformes presque symplectiques. Un champ de 2-for-
mes £ sur M ayant la propriété Q" = 0 définit d’apres (1.1), un champ
de tenseurs gery(M), antisymétriques non dégénérés. Soit gera(M) le
champ donné par la condition

(2.1) g-g =1.
Il est util de considérer le champ §*ev2(M) ayant la propriété
(2.2) g* = —g.
On peut définir alors les opérateurs d’Obata [6]
(2.3) ® = HIQI—g®g") et & =}(IQI+gR9)
ayant les propriétés
(2.4) O+ =IQRI, DD =D, O*O* =P* et PP = d*D = 0.

On démontre sans difficulté le
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LEMME 2.1. Pour qu’une équation tensorielle de la forme ®*P = Q
ait des solutions, il faut et if suffit que ®Q = 0. La solution générale est
P =Q+DV ou Very(M).

Les transformations de A?(M) de la forme

(2.5) Q =02 ou @eF(M)

déterminent un groupe sur AY(M).
La relation binaire Q~ Q' < Q' = ¢*Q2 est une équivalence sur
AY(M). La classe d’équivalence, dans A%(M), par rapport a ~ s’appelle

g-pseudoforme sur M. La classe de QeAY(M) sera désignée par 0.

Définition 1. Une structure conforme presque symplectique sur M,
désignée dorénavant en abrégé par c.p.s., est entendue comme celle

définie par une C*-2-pseudoforme Q pour laquelle il existe un Qec0 tel
que l'on a Q" # 0 sur M.

Si g est le tenseur de Qe0 et g’ est le tenseur de .Q’e.é, on a

(2.6) g =¢€yg
et réciproquement. On a en outre
(2.6) g =e%g.

Par conséquent, les opérateurs (2.3) dépendent de la structure

A

c.p.s. £ et ne dépend pas de Qe0.

3. Connexions compatibles avec la structure (.

ProrosiTION 1. Lorsque, V étant une connexion linéaire, il existe un
weX* (M) tel que

(3.1) : Vg =20w(X)g pour XeX(M)
et g étant le tenseur de Qe.é, on a en vertu de (2.6)
(3.2) Vx§ =2(o-+tdp)(X)g'.

Définition 2. Une connexion linéaire V' s’appelle compatible avec
la structure c. p. s. Q s'il existe un weX* (M) satisfaisant & ’équation (3.1)
ou g est le tenseur de la forme QeQ.

PROPOSITION 3.2. V étant une connexion linéaire compatible avec la
structure [} on a

(3.3) Vxj= —20(X)§, Vy® =0 et Vy® =0 pour X<X(M).

Le probléme se pose de savoir §’il existe une connexion linéaire V
satisfaisant a 1’équation (3.1).
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THEOREME 3.3. Les champs weX* (M) et QeQ étant fixés, Vensemble
de toutes les conmexions compatibles avec la structure c. p.s. 2 est donné
par la formule
(34) VY =VxY+3(Vxg)yp'9§— o(X)Y+DP,Vx pour X, YeX(M),

[o]
ow V est une connexion linéaire fixée sur M et Ver,(M) est arbitraire.

En effet, en posant V = l°7+A, on a d’apres (3.1)
(P*A)(X, Y) = $(Vx9)r g—o(X)Y

et le lemme 2.1 entraine (3.4).
CoROLLAIRE 3.4. 8i la connexion V satisfait a (3.1) pour les champs

weX* (M) et Qe0 donnés, toutes les connexions V' satisfaisant a (3.1) pour
les mémes champs sont données par la formule

(3.5) VY = VY — (0 —0)(X) Y +Ppwyx
ou wetry,(M) et X, YeX(M).
COROLLAIRE 3.5. L’équation (3.5) équivaut a la suivante:
(3.6) VY =VxY+p(X)Y+p(Y)X—g(X,Y)(pg)+Pr V.
En effet, (3.5) conduit & (3.6) pour V = 2I Q p+ V' et réciproquement,

(3.6) entraine (3.5) d’une maniére analogue.

COROLLAIRE 3.6. (i) peX*(M) étant arbitraire, (3.6) détermine des
transformations V — V' qui, par rapport au produit des tramsformations,
est un groupe commutatif . '

(if) IT existe un épimorphisme naturel h du groupe additif X* (M) D ti(M)
sur 9.

(iii) On a kerh = (0)@ (M) o les Vetl(M) satisfont ¢ la condi-
tion ®V = 0.

4. La courbure d’une connexion compatible avec une structure c. p. s.

LEMME 4.1. On a pour tout gety(M)

(4.1)  ([Vx, Vylg)(U, V)
= —¢g(R(X, Y)U, V)—g(U,R(X, Y)V)+(V[X,Y]g)(U’ V)
ou X,Y,U,VeX(M),
R étant la courbure de V.
La démonstration est élémentaire en partant de la formule

q
(PxL)(Xyy .oy Xp) = XL(Xyy ooy X)— Y L(Xyy ooy Vx Xy ooy Xp)
i=1

ol Lety(M).
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LEMME 4.2. 8¢ la connexion V satisfait a (3.1), on a
(4.2) (dw)(X, Y) = —traceR(X, Y) pour X, YeX(M).
On a en effet d’ aprés (4.1) et (3.1)
(4.3) 29(U, V)(dw)(X,Y) = —g(R(X, Y)U,V)—g(U,R(X, Y)V)

et (4.3) entraine (4.2) en vertu de (2.1).
Posons

1
(44) E'(X,Y) = E(X,Y)——ItraceR(X,Y) pourX,YX(M).

THEOREME 4.4. On a pour toute commexion V compatible avec une
structure c. p. s. 2

(4.5) O*R*(X,Y) =0, O'VyR'(X,Y)=0,..,
Vy ... VxR (X,Y) =0,... oi X,¥,X;cX(M).

Démonstration. (4.1) et (3.1) entrainent (4.3). En remplagant
dans (4.3) R(X, Y) et dw par leurs valeurs de (4.4) et de (4.2) respecti-
vement, il vient

1 :
—29(U, V) —z—wjtraceR(X, Y) = —g(R*(X, YU+

U |4
+%traceR(X, Y), V)—g(U,R*(X, Y)V—}—%tra;ce R(X, Y)),

ce qui équivaut a
(4.5") g(B*(X, Y)U, V) +¢(U, R*(X, X)V) =0,

ol ®'R*(X,Y) = 0. Alors, les équations (4.5) résultent de la proposi-
tion 3.2. '

Remarques. (a) Chacune des équations (4.5) est invariante par
rapport aux transformations (2.5).

(b) Le systéme des équations (4.5) équivaut au suivant:

g(B*(X, Y)U, V)+9¢(U, B*(X, Y)V) =0,
g(Vx,B*(X,Y)U, V)+¢(U, Vyx B*(X, Y)V) =0,

En appliquant un théoréme connu d’Eisenhart, on en déduit ’exi-
stence locale d’un champ get) qui détermine une structure c. p.s. com-
patible avec un connexion linéaire I donné.
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5. Connexions compatibles avec les structures presque symplectiques.

Définition 3. Une connexion linéaire I’ compatible avec une
structure c. p. s. Q s’appelle connexion presque symplectique (p. s.), lorsque
il existe un champs Q' ¢ avec le tenseur g’ tel que

(5.1) Vg =0 pour XeX(M).

PROPOSITION 5.1. Pour qu'une connexion V compatible avec la struc-
ture Q2 soit une connexion p. 8., il faut et il suffit qu’il existe pour tout champs
Qe une fonction peF (M) telle que

(5.2) Vxg = —(Xo)g pour XeX(M),

g étant le tenseur de 0.

En effet, (5.1) et (2.5) entrainent (5.2). Réciproquement, (5.2) entraine
Vx(e°g) = 0.

Si ’on fixe le champs Qe pour lequel on a (5.1), la structure est
presque symplectique sur M.

En posant w = 0 dans le théoréme 3.3, on obtient la formule de
Tondeur [9].

PROPOSITION 5.2. Pour qu’umne connexion V- vérifiant Uéquation (3.1)
soit une connexion p. 8., il faut et il suffit que w soit une forme exacte sur M.

C’est une conséquence de (3.2).

ProposITION 5.3. 8¢ V est une conmexion p.s., sa courbure a les
propriétés suivantes:

(a) trace R(X, Y) =0,

(b) &*R(X, Y) =0, @*VXIR(X, Y) =o,..., <D*I7Xp... Vg RB(X,Y)
=0,...

C’est une conséquence du lemme 4.2.

Réciproquement, si le groupe de cohomologie H'(M) est trivial,
toute 1-forme fermée est exacte et, par suite, dw = 0 implique w = dgp.
En appliquant le lemme 4.2, on en déduit la

ProPOSITION 5.4. Si la connexion V, compatible avec la structure c. p. s.
2, a la propriété (a) pour X, YeX (M) et le premier groupe de cohomologie
de la variété M est trivial, V est une connexion p.s.

6. Connexions compatibles avec les structures conformes symplecti-

ques. Une autre classe de structures c. p. s. £, intéressante par ses appli-
cations, est celle des structures conformes symplectiques.

Définition 4. Une structure c. p.s. 2 s’appelle conforme symplec-
tique, en abrégé c.s., s’il existe pour tout Q¢Q un oeX*(M) tel que

(6.1) adQ =o A 2.
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LEMME 6.1. St une 2-forme Qe0 vérifie (6.1), on a pour tout champs
Q' eQ tel que 2" = e
dQ' =c¢"' AQ ot ¢ = o+ dyp.
LEMME 6.2. Pour n = 1, toute structure c. p. s. Q est c.s.
LEMME 6.3. (6.1) équivaut a
(6.2) K(X,Y,Z) =0(X)9(Y,2)+0(Y)g9(Z,X)+0(Z)9(X, Y)
pour X, Y, ZeX(M).

A

THEOREME 6.4. Si n > 1, toute structure c.p.s. 2 qui est c.s. est
une structure intégrable.

En effet, en éliminant o de (6.2), on en tire par contraction (voir [7])

0=0X,Y,2)
1
= K(&X, Y,Z)—2n—_2[H(Z)g(X, Y)+H(X)9(Y,Z)+H(Y)g9(Z, X)],

oui H(X)=K(X,g). Alors, d’aprés un résultat de Lee (voir [1]), la
structure £ est intégrable.

Les structures c. s. peuvent étre caractérisées a ’aide des connexions
compatibles avec ces structures.

LEMME 6.5. On a pour toute connexion V wvérifiant (3.1)

(6.3) K(X,Y,Z)—{9(T(X, Y),24)+9(T(Y,Z2), X)+9(T(Z, X), Y)}
= 2{w(X)g(¥,Z2)+ o(Y)9(Z, X)+ w(Z)g(X, Y)} ou X,Y,ZeX(M),

T étant la torsion de la conmexion V.
On arrive a ce résultat par la permutation cyclique de X, Y et Z

dans 1’équation (Vxg)(Y,Z) = 2w(X)g(Y,Z) et par I’addition membre
4 membre de toutes ces égalités.
LEMME 6.6. (6.3) équivaut a
(6.3') (9E)(X,Y)—{3T(X, Y)+20xTy—2PyTx}
= 2{o(X) Y —(Y) X +9(X, Y)(0-9)}
ou
(6.3") (9K)(X,Y;0) =K(Og,X,Y) pour X,YeX(M) et OcX*(M).

Par rapport aux transformations (3.5) les tenseurs de torsion 7
at T' des connexions V et V' se transforment comme suit:

T(X,Y)=T(X, Y)+(0—o) X)Y —(0— ') (X)X +Ppwy—Pyxwy.
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Compte tenu de (6.3’) on a
(K)(X,Y)=3{T"(X, Y)+(o— o) (X) Y — (o' —)(Y) X +
+Pxwy —Pywx}—2(PxTy—PyTx)
=2{o(X)Y—w(Y) X +¢(X, Y)(w-9)}
et en y posant w = 3T, il vient
(6.4) (E)(X,Y)—3{T"(X, Y)—g(X, Y)((o'—w)-9)}
= B0’ —0)(X) Y =80 —0)(Y) X +g9(X, Y)(B0w' —w)-g.
LEMME 6.7. St la connexion V satisfait a (3.1), il existe une connexion
V' satisfaisant a Véquation Vi g = 2w’ (X)g et & (6.4).
THEOREME 6.8. Une condition nécessaire et suffisante pour que la

structure c. p.s. 2 soit c. s. est DVexistence d’une connexion V compatible
avec la structure £ et telle que

(6.5) H(X,Y) =T(X, Y)—g(X, Y)(z:9) =0,

ou T est la contraction de T.
En effet, si ’on admet (6.5), on a en posant T(X, Y) = g(X, Y)(z-9)
dans (6.3)

K(X,Y,2)—{g(X, Y)1(Z)+9(¥, 2)1(X) +9(Z, X)1(T)}
= 2{w(X)g(Y, 2)+ o(Y)g(Z, X) + 0(Z)g(X, T)}.

Pour ¢ = v+ 2w, le lemme 6.3 s’applique et il en résulte que Q est
une structure c. s.

Réciproquement, si ’on admet que la structure Q est c. S., le lemme
6.3 montre qu’il existe une forme oeX* (M) satisfaisant & (6.2). Par suite,

(9E)(X, Y) = o(X) Y —o(Y) X +g(X, Y)(o9).
En appliquant le lemme 6.7, on trouve
3{T"(X, ¥)—g(X, T)(o' — ) §}
= (0+0—30')(X) Y —(0+0—30)(Y) X +g(X, Y)(6+0—30')g.

Soit V' une connexion pour laquelle Vy g = 2(0+ w)(X)g. Alors la
formule précédente donne
(6.6) T'(X,Y) =g(X, Y)(o —w)g.

En méme temps, T' = ¢ Q (o' —w)-g), d’olt (6.5).
Enfin quelques observations.
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PROPOSITION 6.9. L’équation

H(X,Y)=T(X, Y)—g(X, Y)(z:9) =0
équivaut a

~ 1 ~
H(X, Y) = T(X, Y)——-g(X, Y)T(g),

ou T(g) est la valewr du T pour le bivecteur .

PROPOSITION 6.10. Les transformations de ¥ qui sont projectives et
qui conservent le tensewr H défini par (6.5) sont données par la formule

(6.7) Ve = VxY+p(X) Y +p(Y) X —g(X, Y)(pg*).

En effet, la propriété équivaut & ce que l'on ait @3V, = —b, V.
pour X, YeX(M) dans (3.6). En développant la derniére équation, en
multipliant par g et en faisant quelques opérations algébriques simples,
on obtient @V = 0.

COROLLAIRE 6.11. Les seules transformations de & qui sont projectives

et qui somt compatibles avec une structure £ c. s. sont données par Uéquation
(6.7).
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