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1. Soient G un semi-groupe, [®(G) l'espace des fonctions complexes
bornées dans G, muni de la norme de la convergence uniforme. Une moyenne
invariante a droite sur [*(G) est une forme linéaire continue m sur [*(G),
vérifiant

Imll, = 1 =m(1),(*)
ainsi que, pour tout aeG et tout fel®(G),

m(R,f) = m(f),

la fonction R, f, appelée translatée a droite de f par a, étant définie en chaque
point be G comme f (ba). Un semi-groupe discret G admettant une moyenne
invariante a droite sur [®(G) est dit moyennable a droite. Les définitions de
moyenne invariante (& gauche) et de semi-groupe discret moyennable (a
gauche) sont analogues. On sait que tout semi-groupe abélien discret est
moyennable (cf. [1]).

Dans cette note nous obtiendrons essentiellement deux résultats. L'un
sera une version abstraite du théoréme suivant: pour toute moyenne invariante

P

m sur [*°(R]) et tout polynome réel p a n variables, on a

m(e?) = {0., Sl‘ degp>1,

P00 i degp =0.
L’autre sous sa forme la plus élémentaire sera le théoréme affirmant que, par
rapport & une norme quelconque appartenant a une certaine classe de
normes invariantes par translation, I'écart entre la fonction €'P et I'espace
linéaire engendré par les fonctions de la forme €9, ou p et g sont des
polynémes réels a n variables, p—q # const, est égal i 1.

)
(') On note de la méme fagon la norme d’un espace et la norme de I'espace dual.
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2. Soient G un semi-groupe discret moyennable a droite, m une
moyenne invariante a4 droite sur [*(G). Par I'abus de langage désignons
Pespace I°(G)/{fel®(G): m(f|*) =0}, par I*(G). On munit [*(G) de la
structure d’espace préhilbertien dans lequel le produit scalaire donné par
m(fg), f, gel®(G). On dira qu’un sous-ensemble de /*(G) est m-orthogonal
(m-orthonormal) s’il est orthogonal (orthonormal) par rapport au produit
scalaire introduit ci-dessus & I'aide de m. Un ensemble m-orthonormal pour
toute moyenne invariante a droite m sur [*(G) sera appelé orthonormal a
droite. On dira qu’un ensemble E, composé de fonctions définies dans G a
valeurs dans T = {zeC: |z| = 1}, a la propriété (m) lorsqu’il existe une suite
(E)2, de sous-ensembles de E satisfaisant aux conditions suivantes:

(i) EOCEICE2C°"CUEi=E’
i=0

(i) E, est m-orthonormal,

(ili) pour tout ieN, si feE,, alors f€E,,

(iv) pour tout ieN, si f, geE;, alors fgeE;,

(v) pour tout ieN, si feE;\ {1}, alors il existe une suite (f)i2,
d’éléments distincts de E;_,, une suite (a;);>, d’éléments de G, et une suite
(zp)i~, de nombres complexes de T, tels que l'on ait

RS =2f
pour tout ke N.

THEOREME 1. Soient G un semi-groupe discret moyennable a droite, E un
sous-ensemble de T® ayant la propriété (m) pour une moyenne invariante a
droite m sur 1°(G). Alors E est m-orthonormal.

Démonstration. On établira le théoréme en démontrant par
récurrence que chacun des sous-ensembles E; est m-orthonormal. Supposons
E;_, m-orthonormal (pour i = 1 cette hypothése coincide avec (ii)). Puisque
tout élément de E; est une fonction a valeurs dans T, pour prouver que
I'ensemble E; est m-orthonormal, il suffit de montrer qu’il est m-orthogonal.
Soient f, g deux éléments distincts de E;, h = fg. Evidemment heE;\{1}.
Donc il existe une suite (h,);~, d’éléments distincts de E;_,, une suite (ay)y>
d’éléments de G, et une suite (z,)y~; de nombres complexes de T, tels que 'on
;.it R, h = z;hh, pour tout ke N. Par hypothése, {h,};>, est m-orthonormal.

n outre

m(h) = m(R,, h) = z,m(hh,)

pour tout ke N. On en déduit que les coefficients de Fourier de h relatifs a
{h}= | ont la méme valeur absolue, donc, grace a I'inégalité de Bessel, ils
s’annullent. Par conséquent, m(h) = 0. Cela achéve la d,émonstration. 0O

Si G est un semi-groupe discret moyennable (3 droite, 3 gauche), on
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appelle ergodique (a droite, a gauche) tout élément de [°(G) sur lequel les
moyennes invariantes (& droite, 4 gauche) coincident.
Comme un simple corollaire du théoréme établi on a le

THEOREME 2. Soient G un semi-groupe discret moyennable a droite, E un
sous-ensemble de T® ayant la propriété (m) pour toute moyenne invariante a
droite m sur 1*(G) et tel que 1€ E. Alors chaque élément f de E est ergodique
a droite; plus précisément, quelle que soit la moyenne invariante a droite m sur
[°(G), on a

0, si f#1,
1', Si f=l.

Soient P un anneau commutatif, G le groupe additif de P envisagé
comme un groupe discret, I un ensemble, P[X;];; I'anneau des polynomes
par rapport a des indéterminées X; (ie I), J I'idéal de P[X;];.; engendré par
{X;: iel}. Dans la suite on désignera par p aussi bien un polynéme de
P[X.)ia que la fonction définie dans le produit direct P' i valeurs dans P,
associée 4 ce polynéme. Un caractére y de G sera dit I-fidéle si pour tout
peJ tel que degp>2, lensemble {yo(R,p—p—p(a)): aeG'} est infini
lorsque yop # 1.

Exemple. Si P est le corps des réels R et ae R, alors x — ¢ est un
caractére de G (= R;) I-fidéle pour tout ensemble I.

i -]

THEOREME 3. Soient P un anneau commutatif, G le groupe additif de P, I
un ensemble, y un caractére I-fidéle de G, p un polynome de P[X,};. Alors
xOp est un élément ergodique de 1°(G"); plus précisément, pour toute moyenne
invariante m sur 1°(G'), on a

0, si xop # const,
m(yop) = .
xop(0), si yop=const.

Démonstration. La démonstration est immédiate quitte a appliquer

a
le théoréme 2 3 E= |y E;, E;={yop: peJ, degp<i+1}. O
i=0

3. Soient G un semi-groupe discret moyennable a droite, E un sous-
ensemble orthonormal a droite de T°, A4 une sous-algébre de [®(G)
engendrée par E, unitaire, autoadjointe, invariante par translation & droite
(c’est-a-dire telle que fe€ A entraine R,fe A pour tout aeG), les opérations
d’addition, de multiplication, de multiplication par un scalaire, et de con-
jugaison étant les opérations habituelles. Supposons 4 munie d’une semi-
norme || || satisfaisant aux conditions suivantes:

@ =1,
(i) |Ifll <IIfllo pour tout feA,
@iii) ||fell = ||f]| pour tout fe A et tout ecE,
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@iv) (IR fll <IIfll pour tout feA et tout aeG.
Notons é I'enveloppe linéaire de E\ {e}.

THEOREME 4. || || est une norme sur ’enveloppe linéaire de E. En outre,
pour tout ecE, on a

dist(e, &) =1,
la distance se rapportant a la norme || ||.

Démonstration. Etant donnée une forme linéaire | sur A, on notera
[/| la norme de la forme induite par !/ sur I'espace quotient A/ker|| ||.

Construisons tout d’abord une moyenne invariante a droite m sur /™ (G),
telle que sa restriction a A4, my,, vérifie ||m || = 1.

Soit | une forme linéaire sur A, telle que [|/|| =1 et /(1) = 1. Evidemment
1l = 1. Prolongeons ! en une forme linéaire sur [ (G), notée encore I, telle
que ||/, = 1. Etant donnée fel®(G), définissons la fonction g, par g,(a)
= I(R,f) pour tout ae G. Soit n une moyenne invariante & droite sur /°(G).
Posons m(f) = n(g,) pour tout fel®(G). Il est clair que m est une forme
linéaire sur [*(G), telle que m(1) =||m,|| =|Im||, = 1. Compte tenu de
lidentité gg , = R, g, valable pour tout aeG et tout fel®(G), on conclut
facilement que m est une moyenne invariante a droite sur [®(G).

Cela étant, notons que pour tout ec E, la forme linéaire I/, sur 4, ayant
pour expression [, (f) = m(fe) pour tout fe A, s’annulle sur é et atteint 1 sur
e. En outre ||/|| = 1. Si maintenant f = Z z,e (z,eC) est tel que ||f]| =0,

ecE

alors pour tout ecE, z, =1,(f) =0, donc f =0, et la premiére partie du
théoréme est établie.

En second lieu, quel que soit ec E, on a d’une part |le—f]|| = |l.(e—f)|
= 1 pour tout feeé, et d’autre part ||e|| = 1. Cela prouve la seconde assertion
de I'énoncé. O
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