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. Introduction. Certaines propriétés d’un espace topologique peuvent
étre exprimées en termes de la théorie des jeux. Quelques problémes
y ont été posés il y a une disaine d’années par le Professeur Czeslaw Ryll-
-Nardzewski. Le jeu de Banach-Mazur peut servir & caractériser les ensem-
bles ayant la propriété de Baire (cf. [2]). Ryll-Nardzewski a exprimé la
conjecture qu’il soit possible de caractériser d’une fagon analogue les
espaces complets au sens de Cech et, en modifiant légérement le jeu de
Banach-Mazur, il a défini un nouveau jeu qu’il a appelé jeu de Choquet.
J’ai présenté quelques remarques ci-dessus au séminaire du Professeur
Edward Marczewski, qui m’a conseillé de les publier. Ce n’est qu’a présent
que je me suis décidé & suivre son conseil quoique je n’aie pas encore réussi
de résoudre complétement les problémes dont il s’agissait.

1. Le jeu de Choquet. Soit (X, 7x) un espace topologique, tx étant
la famille des ouverts dans X. Soit encore Y une partie de X. La topologie
vy dans Y est celle induite de (X, zx).

Deux personnes A et B jouent comme il suit: d’abord le joueur A
choigit un point y, € ¥ et un ouvert U, e rx tel que y, € U,. Le couple
(Uoy yo) s’appelle choiz initial. En premier coup le joueur B choisit un
ouvert V, = U, contenant le point y, et A y répond en choisissant un
point y, e V,n Y et également un voisinage U, du point y, inclu dans V,.
En deuxiéme coup le joueur B choisit son ouvert V, tel que y, € V< U,
et ensuite A tire un point y, € V;NnY; etec. A la fin du jeu, aprés une
infinité de coups, on a la suite

(Uoy ¥o)y V1y (Usy ¥1)y Vay (Usy 93), ...

appelée partie du jeu. Evidemment

FS\Un=ﬁVn'

nm=l n=1
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- Notons cette intersection par E en 1’appelant résultat de la partie.
SiR #0 et R < A, le joueur B a gagné; sinon c’est A qui a gagné. Le jeu
ainsi défini s’appelle jew de Choquet sur 1’espace X. Notons le Chox(Y).

2. La stratégie simple. Désignons par 1% l’ensemble des couples
(U,y), ou Uerx et ye UNnY. La stratégie simple du joueur B est une
fonction ¥: 1% — vy telle que

ye¥(U,y)<= U, (U,y)ek.

La stratégie simple ¥ est dite victorieuse lorsque les conditions
(Uny ¥n) €%y Uppn < P(Upny9,), n=1,2,...

entrainent R % @ et R < Y. Dans la suite nous utiliserons I’abréviation
»Stratégie SV” pour ,stratégie simple et victorieuse”. ‘

2.1. LeMME. Soit ¥ un ensemble G, dans un espace compact de Haus-
dorff X. Alors, le joueur B posséde une stratégie SV dans chacun des jeuw
Chox(Y) et Choy(Y).

Démonstration. Soit U — U une application de 7y en 7 telle
que UNnY = U et (U,y) — U, une application de t% en vy telle que
yeU,< U, < U. Daprés I’hypothése

Y=NG, oauG,ertx,n=1,2,...

n=l

Nous pouvons admettre que X =@, o@;>...o G, = Y. Soit
encore, pour 4 < X,

N(4) = {supn: 4 = @,}.
Posons
Y(U,y) = (ﬁnGN(U)H);n Y, (U,y)e1%.

Nous allons démontrer que ¥ est une stratégie SV pour le joueur
B dans le jeu Choy(Y). Evidemment y € ¥(U,y) < U. Donc il faut
montrer que ¥ est victorieuse. Supposons alors que

iUnETY’ Yo XY o y,,,eU,,,<¥U,¥y), n=12,..

Désignons I’ensemble (U,NGyw,)+1),, Par W,. Puisque {W,nY}
est une suite décroissante d’ensembles non vides, alors l’intersection
de toute sous-famille finie de {W,}:>., est non vide, done

AW, +8.

n=1
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En remarqua.nt que
ﬁﬁy c (ﬁ“ﬁGN(U”).H)n Y = Un < T(U —-19 yu—l) = Wn—lnY1

” =2’ 3’...,
nous aurons

'ATNT = O (TanT) = (W,nT) = () ¥(T,,9,) = R

n=l n=l n=l

Pour que le résultat B ne soit pas vide il suffit de prouver que

(2.1) AW,.< T.

n=lj

On établit sans peine que N(U,)>n et comme W, < Gy,
on & (2.1), ce qui prouve que ¥ est une stratégie SV.
Pour obtenir une stratégie SV pour B dans le jeu Chox(Y) on pose

o(U,y) = U;nGN(U)+l°

1l est tras facile & voir qu’en employant la stratégie &, ainsi définie,
B gagne toujours.

2.2. COROLLAIRE. 8t (Y, tp) est un espace complétement régulier et
complet au sens de Cech, alors le joueur B a une stratégie SV dans le jeu
Choy(Y).

Démonstration. En effet, une des définitions possibles d’espace
Y complet au sens de Cech est 1a suivante: ¥ est un G, absolu, ¢’est--dire,
il est un ensemble G, dans tout espace qui en est un compactifié, en par-
ticulier dans le compactifié de Jech X = BY¥. Ainsi, on n’a qu’} appliquer
le lemme 2.1.

3. Jeu de Choquet dans un espace métrique. Il se pose la question
8i le corollaire 2.2 admet le réciproque. Nous donnerons une réponse
affirmative pour Y métrisable en prouvant le théoréme suivant:

3.1. THEOREME. Soit (Y, d) un espace métriqgue métrisé par la distance d.
Admettons que le joueur B a une stratégie simple et victorieuse ¥ dans
le jew Choy(Y). Alors, Y est un ensemble G, dans son complété (X, d),
o’est-a-dire il est complet pour le choix convenable de la distance.

Démonstration. Nous définissons une stratégie @ du joueur B
dans le jeu Choy(Y) en choisissant, pour un ouvert U < X et pour un
yeUNnY, un ouvert #(U,y) < X tel que

1°yed(U,y)nY <« ¥(UNY,y),

2° 6(¢(U,y)) < min{l, $43(U)}, ou d4(-) signifie le diamétre d’un
ensemble dans X,
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Nous allons prouver que @ est victorieuse. Soit donc (U, ¥,),
D(U,, ¥o)y (Uyy ¥1), ... une partie et soit

R=NT,.

n=0
On a
UonYD ?(UOHY, yo) oo ] ¢(U0’ 'yo)f\YD Ulﬁy e} ceey

done U, \nY > ¥Y(U,nY,y,), n=1,2,... ¢t

RnY =E’noo Y(U,nY,y,).

En vertu du fait que la stratégie ¥ est victorieuse et que é(P(U,,, ¥,))
<1/2*! on conclut RNY = {y}, o ye¥Y. Comme R = {y} c ¥,
la stratégie @ est bien victorieuse. Par conséquent, elle a la propriété
suivante: quel que soit # € X\ Y, il existe un voisinage W du point « tel
que pour les ouverts U< W et ye UNnY on ait ¢ ¢ (U, y). Car, en
supposant que pour un voisinage arbitrairement petit il puisse arriver
que z € ®(U, y), la stratégie ne serait plus victorieuse. En effet, il est
évident que dans ce cas le joueur A pourrait faire son jeu de maniére
& rendre le résultat égal & {x}.

Nous allons prouver maintenant que Y est un G, dans X. Soit g,
le recouvrement de X composé de toutes les boules dans X de rayon
1/2" et

Gni= ) o(U, y).

Alors, G, est un ouvert contenant Y. Montrons que

o0
(3.1) Y=Na,.
n=]

Soit donc ¢ Y et W le voisinage de x tel quepour U €« Wety e UNnY
on ait ¢ #(U, y). Ainsi, pour » assez grand et pour un U € §,, ou bien
x ¢ U, ou bien ¢ &(U,y), d’ot1 'on conclut que z ¢ @,. Il en résulte (3.1),
ce qui achéve la démonstration.

4. Le jeu de Banach-Mazur. Rappelons que dans le jeu de Banach-
-Mazur deux joueurs A et B jouent sur un espace polonais X, un sous-
-ensemble Y <« X étant donné. Les joueurs choisissent tour & tour les
ouverts U,, V,, Uy, V3, U,, ... en formant une suite déscendante appelée
partie du jeu. Le joueur B a gagné si le résultat B de la partie, défini

comme (\V,, est non vide et contenu dans Y.
nw=1
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Soit B la famille des boules dans X. Une fonction @: § — g telle que
& (U) = U g’appelle stratégie simple et victorieuse (la stratégie SV) pour
le joueur B si, en posant V, = @(U,), B gagne toujours.

Notons le jeu par BM x(Y). On prouve que le joueur B a une stratégie
SV si et seulement si Y contient une partie ¥* qui est un G, dense dans
X, c’est-a-dire, si X\ Y est de I° catégorie de Baire (cf. [1], Chapter 6).

Parmi les problémes qui s’imposent par le jeu de Banach-Mazur
celui de la détermination semble le plus intéressant. La symétrie des
rdles des joueurs A et B (abstraction faite de ce que A commence le jeu)
a pour conséquence que la stratégie SV du joueur A existe si et seulement
8i X est de I° catégorie de Baire dans un ouvert non vide U, = Y. Ainsi,
au moyen des résultats classiques concernant les espaces polonais, on
montre qu’une stratégie SV pour un des joueurs existe seulement si Y
a la propriété de Baire. Donc, dans le cas contraire le jeu BM x(Y) n’est
pas déterminé.

5. La stratégie du joueur A. Dans cette section nous gardons
Phypothése que X soit un espace polonais. Dans le jeu Chox(Y),
Y < X, les rOles des joueurs ne sont plus symétriques. Considérons le
probléme d’existence d’une stratégie SV pour le joueur 4. Une telle straté-
gie n’est que

(i) le choix initial (U,, y,), Yo UyN Y,

(ii) une fonction £ qui assigne & tout ouvert ¥V < X un couple
E(V) = (V%,yp), ou V° est un ouvert dans V et y, e VZNY.

Voici un exemple important. Soit N, = {1, 2, ..., oo} le compactifié
de ’ensemble des nombres naturels N par un point oco. Evidemment
N, est un espace polonais compact; il en est de méme pour le produit
de Tychonoff

Ne = {0 = (04,05, ...):0;€ Ny, =1,2,...}.
Soit
8 = {o e N3:V(0, = 00 = o; = oo_pour i>n)}.
n

On voit facilement que § est un sous-espace fermé dans Nj, done
un compact. Enfin, soit

T = {se8: 0, = co pour i assez grand}. ]

Notons 1’élément o = (0y,...y0,, 0©, 0,...), OU g; # oo, par
{0y ... 0,). T est un ensemble sans point isolé et dense dans 8. On a

(5.1) lim {oy...0,) ={0y... 0>

an.'_l—bw

quel que s8o0it {oy...0,).
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S5.1. LEMME. Le joueur A a une stratégie SV dams le jeu Chog(T).

Démonstration. Notons 7, = {(o0, o0,...)} et T, = {{a; ... 0,)}.
Alors, T, est un ensemble isolé et, d’aprés (5.1),

(5.2) El =rr,vrl, ,v...VvT,.

Pour £E < 8, ENT # O, soit M(E) = min{n: EnT, #* @}. Le coup
initial du joueur A sera

Up=8, 1t = (00, 004...).

Parsuite, V étant un coup de B, le joueur 'A choigira un point
ty € VT ypy 41 ce qui est possible d’aprés (5.2), et un ouvert V= tel que

1°t,eVEc V& c v,

2° 6(V‘)< $4(V),

3° VENTypyy = {tr}

Soit maintenant (U,, %), Vi, (Usyt), Vey... une partie du jeun
dans laquelle le joueur A a employé la stratégie 5. Il est évident que
le résultat B de la partie contient un point

¢ = (0, 0g, ...) = lim¢,
00

et que ¢, = (6y...0,),n =1,2,... Donc o ¢T.

5.2. COROLLAIRE. Soit (X, d) un espace méirique et Y < X. Supposons
qu'il existe un homéomorphisme h de S sur une partie h(8) = X tel que
h(8)NY = h(T). Alors, A a une stratégie SV dans le jeu Chox(X).

Démonstration. Pour simplifier 1’écriture on suppose que 8 soit
un sous-espace de (X, d) et que SNY = T. Soit £ la stratégie SV du
joueur B dans le jeu Chog(T) telle que 8(V%) < 36(V). U étant un ouvert
dans 8, notons par U un ouvert dans X telque UNn8 = U et §(U) < 24(V).
Pour les ouverts V < X, VN8 +# @G, posons
(5.3) E(V) = (VN8 NV, tyng).

Soit Uy = §, t, = (o0, o0, ...) le choix initial et

(UO’ tO)’ Vl’ (Ul’ tl), V27 e
une partie dans le jen Chox(Y) dans laquelle la stratégie =, a été employée;
alors
U,n8 = Van8 = (V,nR)%.

I1 s’en suit que
(5.4) (TUon8,yt0), Vin8, (UN8, 1), VNS, ...
est une partie du jeu Chog(T) dans laquelle le joueur A a employé la stra-
tégie Z. Compte tenu du fait que

lim8(V,N8) = 0,

n—-00
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le résultat de la partie (5.4) se compose d’un seul point o qui n’appartient
pas & T. Le résultat R de la partie (5.3) est le méme, donc B = {0} < S\T
< X\Y. En résumant, £, est une stratégie SV pour le joueur A dans
le jeu Chox(Y).

5.3. TaorEME. Soit (X, d) un espace méirique e¢ ¥ < X. Le joueur
A posséde une stratégie simple et victorieuse dans le jeu Chox(Y) 8i et seule-
ment 8t il existe un homéomorphisme h de S sur ume partie h(8)< X tel
que h(8)NY = h(T).

Démonstration. Le corollaire 5.2 entraine la suffisance. Alors,
il reste & trouver I’homéomorphisme % en supposant que le joueur A ait
une stratégie SV dans le jeu Chox(Y). Notons la par E.

Nous allons faire correspondre & chaque systéme fini de nombres
naturels {o;,...,0,} un point y;1*’»e Y. On procéde par récurrence
par rapport & n. Soit (U,, y,) le choix initial du joueur A. On pose

h(( o0, oo, )) = Yo.

11 existe un voisinage V; du point y, arbitrairement petit et tel que

Y, ¢ (V3)2. Or, sinon, B pourrait facilement gagner en choisissant toujours

les voisinages du point y, aussi petits pour que le résultat de la partie

se réduise & {y,}. Notons U} = (V)% et y} = Y15 done E(V3) = (U1, v).
1

Parsuite, on peut trouver un voisinage Vi du point y, tel que y; € V3
et yo ¢ (V])". Onnote U} = (Vi) ety = y_,, c’est-d-dire Z(V3) = (U}, 4}).
1
En continuant ce procédé on obtient les suites
Vi, {(U, v},
ou
E(V) = (011, 91,
o, =1,2,..., ¥ # y;! pour o, # o; et limy3! = y,.
a1—+00
Soit ’
k(<o) =1y <o el
Supposons maintenant qu’on a défini les points k(<o ... 0,)) = y"
pour {oy...0,>€T, et que h(T,) = h(T,_,)V...Vh(T,). Désignons la

suite o, ... o, par t,. Soit {W'»: (t,> € T,} un systéme de voisinages dans
X tel que y'ne Win et

(6.6a) 3(Whn) < -%-,;—, tp) €Ty,

(6.5b) Winan W™ — @ pour ¢, #*¢t,.
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Fixons un {#,) = (0y...0, €T, et soit i, > = {0y...0,0,,1).
Par une constructioP analogue & celle de la suite {y{1} on trouve les suites
{Vintly et {Uf,”ﬂ,y,{‘:l‘} telles que, pour o,,, =1,2,...,

(5.6a) il Wn,
(5.6b) SV = (UM, yah,
(5.6¢) yh ¢ U,
4 . , . ¢
?l::'-tll # Yol pour t,,, #t,, et lim yoh' =y,
G”+l—m
Posons

(<)) = YimL
On a bien
h(T,,.) = h(T,)V...Uk(T,),

h(T,,,) étant un ensemble isolé dans X, et d(h((t,,)), h({t4)) < 1/2%,
4y el,, 0,,,=1,2, ... De telle maniére on va définir ’homéomorphisme
h de T dans Y. Maintenant il faut le prolonger sur 7' de facon & avoir
R(S8\T) <« X\Y. Soit donc o = (0 05y ...) € S\T. D’aprés (5.6b) la
suite (U Yo)y V1Y (U, y71), V212 (UD% 921%2), ... est une partie du
jeu Chox(Y). Ainsi, vu (5.6a) et (5.5a), cette partie a pour son résultat
un point 2°e Y. _
Posons &(s) = #°. Evidemment

(5.7) d(2°, yor-n) < n=1,2,..

on-1"

L’application h est biunivoque. En effet, soit o,0' €8, 0 # ¢’ et
soit 1, = <0y... 0 )1, = {0y... 0>, O n est suffisamment grand pour
qu’on ait i, # t,. Alors, on a z° eV = W', 2" e V%, =« W¥, done, d’aprés
(5.5b), il vient z° = x”. Il reste & démontrer que k(o) ¢ h(T) pour o € S\T.
Mais, quel que soit n =1,2,..., on a

h(c) = 2° UMY et  UMHAK(T,) = 0,
ce qui résulte de (5.6¢), donc
h(o) ¢ Uoh(Tn) = h(T).
n=
Montrons maintenant que % est continu. Supposons que

o = limo™,
[k—00

ou o et o'¥ appartiennent &4 §. Soit t¥ = (0¥ ... o). Nous avons
d(h(aW), k(o)) < d(h(a™), B(E0)) +d (R(EN, h(t,)) +d(h(z,), B(0)).
Le membre droit de cette inégalité est une somme de trois termes,

dont le deuxiéme tend vers 0 quand ¥ — oo et la somme du premier et du
troisidme peut étre majorée par 2/2"!, ce qu’on déduit de (5.7). Tl en
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résulte que Ah(o™) — h(s). Ainsi, I’application h: 8 - X est continue
et biunivoque, donc 8 et A(8) sont homéomorphes et le théoréme est
démontré.

6. Détermination. Le probléme de détermination concerne I’exi-
stence d’une stratégie victorieuse pour un des joueurs A et B; on n’exige
pas que celle-ci soit simple, ¢’est-a-dire on permet que les choix successifs
puissent dépendre de tous les coups précédents de A et de B. Soit X un
espace polonais et Y sous-espace indénombrable de X. Supposons que
B ait une stratégie victorieuse dans le jeu Chox(Y). En adoptant les
raisonnements de [1], Chapter 6, on montre que Y contient un G,indénom-
brable. Si ¢’est le joueur A qui a une stratégie victorieuse, alors X\ Y con-
tient un G, indénombrable, ce qu’'on démontre en modifiant convenable-
ment la démonstration du théoréme 5.3.

Par conséquent, il est possible que la stratégie victorieuse n’existe ni
pour A ni pour B. Soit, par exemple, X l'espace des nombres réels et
Y D’ensemble de Bernstein dans X (cf. [1], Chapter 5). Ainsi, ¥ ne
contient aucun G, indénombrable, de méme son complément X\ Y, d’ou
il vient que le jeu Chox(Y) n’est pas déterminé.

Lorsque Y est dénombrable, deux cas peuvent se présenter:

(i) Toute partie de ¥ contient un point isolé.

(ii) ¥ contient une partie sans point isolé.

Dans le cas (i) ’ensemble Y peut é&tre représenté sous la forme (J ¥,,
ol £ est un nombre ordinaire dénombrable, ¥, =@ et t<b

YG = (neyq)oﬂy pour 5 < eo’
n<

A° désignant 1’ensemble dérivé de A.

On voit facilement que dans ce cas le joueur B a une stratégie SV
dans le jeu Chox(X).

Dans le cas (ii) on peut construire sans peine un homéomorphisme
h: 8 > h(8) <« X tel que 2(T) = h(8)NnY. D’aprés le lemme 5.1, le joueur
A posséde dans ce cas une stratégie victorieuse et simple. Ainsi, le jeu
Chox(Y) est déterminé pour Y dénombrable.

11 se présente la question est-ce que le jeu soit déterminé pour tout
Y borelien. (P 1148)
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