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EINE BEMERKUNG UBER DIE ANZAHL DER ZAHLEN pr?
UNTERHALB

VON

WOLFGANG SCHWARZ (FREIBURG i. BR.)

Es bezeichne A(x) die Anzahl der natiirlichen Zahlen unterhalb «,
die als Produkt einer Primzahl p und eines Quadrates #2 darstellbar sind.
Aus dem Primzahlsatz leitete Cohen [2] die Beziehung

1

i Ax) = 1 = —n2zlog™ '+ O(xlog™*x
(1) (2) Z g ; malog (wlog™*2)
her. Seine Methode wurde von Horadam [4] fiir ein etwas allgemeineres
Problem direkt tibernommen.

Ziel dieser Note ist eine asymptotische Entwicklung von A (x) nach
fallenden Potenzen von logz. Der Beweis ist elementar.

Sei & = 0 eine beliebig gewiihlte ganze Zahl; wir setzen den Primzahl-
satz in der Gestalt

(2) 7(x) = liz+ O (xlog™ " 2m)

voraus, wobei die O-Konstante von k abhingen darf (*). Dabei ist

v
liy = [ log tvdv.
!

2

Fithrt man die Substitution » = #u * aus und setzt man zur Ab-

kiirzung
b=Vay', B=Vie und f(o,u)=u"*(logzu?)?,

80 erhilt man

B

(3) liy =2 [ f(x, w)du.
b
(*) Formel (2) wurde auf elementarem Wege von Wirsing [10 b] und Bombieri
[1 b] bewiesen. Mit analytischen Hilfsmitteln sind natiirlich bessere Ergebnisse erzielt
worden (vgl. [9], S. 187 und 226).
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Nun ist

(4) A@) = Y™ = Na@r?) =H+F,

ri<e r<B

wobei sich nach (2) fiir das Fehlerglied
= O{Ewr ?(log (wr—2))~*—2 4 Zaw 2} = Or(zlog " *p)

ri<e risz
ergibt. Fiir das Hauptglied erhiilt man (mit (3))
i = le(mr ) = 2 fo(m u)
r<B r<BTr

Vertauschung von Summation und Integration gibt
H = 2g- I(Zl) f(x, u)
r<su

Setzt man nun D = z'* und schitzt man das Integral von D bis B
in offensichtlicher Weise ab, so erhilt man

2logu
loga

D
(5) H = 2mf [u]-{uﬂogw-(l— )} du+ 0 ().

Wegen (1—2)"" = 1+42+4...+2 "+ (1—2)" folgt aus (5):

k-2
loga; Z (loga)" f[fu,] w*(2logu)* du+0k( (loga)~ )

und wegen
mf [u]u™® (2logu) du = O (2~

filr » < %k erhilt man schlieBlich

\/J;,

(6) H = zlog™'w ) C,log™ "+ O (logw)~ =2

>

H=

mit den Konsgtanten

[s.¢)

(7N o, f[u]u 5. (21logu)*du.

1
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Die Konstanten C, lassen sich mit Hilfe der Ableitungen der {-Funk-
tion an der Stelle 2 in anderer Gestalt ausdriicken; partielle Summation
gibt

(—2)*2%(2) = 2"2%‘2(10gn)"= 2* [ [ulu=*{2log*u— x(loguy ‘}du,
1 1

also ist
00 == C(Z) == %“2’
0, = -~2C'(2)—1—%ﬂ:2,

®) 0y = 427(2)— 4L (2)+ =2,
0, = (—2) M (2)+%C,_,.

Aus (4), (6) und (8) erhalten wir somit:

Fiir die Anzahl A(x) der Zahlen der Gestalt p-r® unterhalb x gilt fiir
jedes ganze k =0 die asymptotische Formel

A(z) = Oywlog~ w+ Cyelog 2w +...+ Cralog a4 0y (zlog " ),

wobei C, = ¢=? ist und die weiteren Konstanten rekursiv mit Hilfe von (3)
durch die Werte £(2), ' (2), ... ausgedriickt werden kiénnen. Die O-Kon-
stante hangt von k ab.

Bemerkung 1. Dieselbe Beweismethode kann angewandt werden,
um die Anzahl der Zahlen der Gestalt p-r" (n > 2 ganz) oder die Anzahl
der Zahlen der Gestalt p, ... p;-r" (t > 2, fest) unterhalb 2 zu bestimmen.
Man benétigt die asymptotische Beziehung

(@) = Z 1r-~-'((15—1)!)‘la;(log,rlogac)'f'l-(logm)‘1

291...2%<$

(vgl. [3], Theorem 437) oder Verschirfungen dieser Formel (vgl. [5]
oder [7]).
Bemerkung 2. Eine asymptotische Formel fiir A (») 148t sich auch
mit Hilfe der Methode der komplexen Integration (vgl. Prachar [6],
111, § 3 und § 5, oder Landau [5], oder Scourfield [8], sect. IV) ableiten,
da die erzeugende Dirichletreihe 3 > p~*r~* bis auf einen “harmlosen”
yol r

Faktor sich wie log {(s) verhilt.

Bemerkung 3. Es wire wiinschenswert, eine asymptotische Formel
der Gestalt

A (z) = Hauptglied+ O (R (w))
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zu erhalten, wobei R(z) die GroéBenordnung des Restgliedes im Prim-
zahlsatz besitzt, also etwa

R(z) = @-exp(— (loga)**~¢).

Dem Referenten, Herrn Dr. W. N arkiewicz, danke ich fiir einige
wertvolle Anregungen; insbesondere stammen Bemerkung 1 und 2 von
ihm.
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