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SUR LES SUITES DE FONCTIONS APPROXIMATIVEMENT
CONTINUES ET CONTINUES PRESQUE PARTOUT

PAR

ZBIGNIEW GRANDE (ELBLAG)

Soit R l’ensemble des nombres réels. Etant donnée une famille X
de fonctions réelles d’une variable réelle, désignons par B,(X) la famille
des fonctions qui sont les limites des suites de fonctions de la famille X
convergentes en chaque point x € R. Soient C la famille des fonctions
continues, P — la famille des fonctions continues presque partout rela-
tivement & la mesure de Lebesgue et A — la famille des fonctions appro-
ximativement continues. Dans son article [3] Preiss a démontré que
B,(4) = B,(0), out B;(C) = B,(B,(()). Dans larticle [2] Mauldin a
donné la caractérisation suivante de la famille B,(P):

THEOREME 0 ([2], Theorem 3). Pour qu’une fonction f : R —~ R appar-
tienne & la famille B,(P), il faut et il suffit qu’elle satisfasse & la condition
sutvante:

(a) <l existe une fonction g: B — R de premiére classe de Baire et un
ensemble Y = R du type F, et de mesure lebesguienne zéro tels que

{xeR: flx) #g(x)} = Y.
Dans cette communication je démontre que
B,(0) € Bi(4nP) S B;(4)nB,(P).

THEOREME 1. 8¢ une fonction f: R — R appartient & la famille B, (A nP),
alors elle satisfait & la condition suivamte:

(b) étant donnés deux nombres réels a et b tels que a > b, 8i des ensembles
non-vides

Uc{reR: fxy>a} e Vc {wveR: f(r)<<b}

sont tels que la densité supérieure de la fermeture Cl(U) de Vensemble U soit
positive en chaque point x € U et la densité supérieure de la fermeture C1(V)
de Vensemble V soit positive en chaque point x € V, alors U ¢ Cl(V) ou
¥ ¢ CI(0).
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Démonstration. Supposons par impossible qu’il existe une fonction
feB,(AnP), deux nombres a et b tels que a > b, deux ensembles non-
-vides Uc {xreR: f(x)>a} et V< {reR: f(x)<b} tels que Cl(U)
= CI(V), et la densité supérieure de I’ensemble Cl(U) soit positive en
chaque point ¥ € UUV. Soit
(*) f(@) =limf,(¢) pour tout point z e R,

n—oo
ou toutes les fonctions f, € AnP. Fixons un point z, € U. Il existe un
indice naturel n, tel que f, (#,) > a. La fonction f, étant approximative-
ment continue, z, est un point de densité de ’ensemble {z € R: f, (z) > a}.
La densité supérieure de I’ensemble Cl(U) au point x, est positive,
on a done

m(CYU)n{z € R: f, (x) > a}) >0,

ol m(Y) désigne la mesure lebesguienne de 1’ensemble Y. La fonction f,
étant également continue presque partout, il existe donc un point

x, € Cl(U)n{w € R: f, () > a}

qui est un point de continuité de la fonction f, . Par conséquent, il existe
un intervalle fermé I, tel que z, € Int(I,) (l’mténeur de Pintervalle I,)
et f, () > a pour tout point z e I,.

D’autre part, comme Cl(U) = CI(V), il existe un point z, € V nInt(1,).
Par conséquent, il existe un indice naturel n, > n, tel que f,, (v,) <b.
La fonction f,, étant approximativement continue et contmue presque
partout, il exlste un intervalle fermé I, — Int(I,) tel que fn2 (z)< b
pour tout point z € I,. En procédant par induction, nous définissons une
suite d’indices naturels 7, << n,< ... et une suite d’intervalles fermés
{I;;} telles que I}, = Int(I;) pourk =1,2,...etf,  (2)>aetf, (x)<b
pour tout point z € I, et k =1, 2, ... Par conséquent, il existe un point

[o ]
zo € () I.
k=1

On vérifie facilement que la suite {f,(x,)} n’est pas convergente,
contrairement & (*), ce qui acheéve la démonstration.

THEOREME 2. B,(ANP) S B,(4)nB,(P).

Démonstration. L’inclusion B,(4nP) = B,(A)nB,(P) est évidente.
Posons

fl@) = lorsque x est un nombre rationnel,
~ |0 lorsque x est un nombre irrationnel.

La fonction f est de deuxieme classe de Baire, on a done, en vertu
du théoréme de Preiss, f € B,(A). D’apres le théoréme 0, f € B,(P). D’autre
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part, en admettant dans la condition (b) du théoréme 1 que a=3/4,b=1/4,
U est I’ensemble des nombres rationnels et ¥V = E— U, on en conclut
que f ¢ B,(ANP).

THEOREME 3. B,(C) < Bi(4nP).

Démonstration. L’inclusion B,(C) = B,(4AnP) est évidente.

Soient A = R un ensemble parfait et non-dense et {r,} = A un en-
semble dénombrable dense dans A et tel que tous ses points soient des
points d’éclaircie de 1’ensemble A. Posons

fla) = 1 lorsque z =r,, n =1,2,...,
|0 lorsque z¢ {r,}.

Evidemment f¢ B,(C). Démontrons encore que fe B;(A4ANP). Soit
{Ji},oui,m =1,2,...et j =1,2,..., i, une famille d’intervalles fermés
telle que les conditions suivantes soient satisfaites:

(1) étant fixés ¢ et j, la suite {Ji’} est convergente au sens de la
métrique de Hausdorff ([1], p. 106) vers I’ensemble {r;};

(2) étant fixés i et j, les intervalles J%’ sont disjoints deux 4 deux;

(3) étant fixés ¢ et j, le diametre de l’ensemble | J J4/ ne surpasse
pas 1/i; n=1

(4) étant fixés ¢ et j, tout point r; (j =1,2,...,4) est un point de
densité de l’ensemble | J Ji7;

n=1

5) 4n ) C) U % = 0;

i=1j=1 n=1
(6) étant fixé j <1,
00 00
U Ji < UlJf,’ pour tout ¢ = 1,2,...;
n=

n=1

(7) étant fixé i,

U Iz UJ;Jz =@ pour j; # j.
n=1; n=1
A chaque intervalle J;7 correspond un intervalle fermé Iy’ < Int(J%7)
de maniére que, quels que soient ¢ et j, 7; est un point de densité de 1’en-

<]
semble | ) I;’. Posons, pour ¢ = 1,2, ...,

n=1
1 pour x =1, j =1,2,...,1,
1 pour ze | JIi, j =1,2,...,1,
filw) = "
0 Pourm¢UJ§iﬁt$¢rj’j=1:27“'yi3
n=1
linaire pour xedii—I5, j =1,2,...,iet n =1,2,...
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On vérifie facilement que toutes les fonctions f; sont approximative-
ment continués et continues presque partout et

limf;(#) = f(x) pour tout point z € R.
i—»00

PrOBLEME. La condition (b) du théoréme 1 est-elle suffisante pour
que fe B,(AnP)% (P 1023)
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