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1. Introduction. Deux espaces de Banach E et F sont isomorphes
8’il existe une application linéaire 7' de E sur F et deux réels 0 < A < B
tels que pour tout z e E

A ol < IT(2)| < Blll-

Un espace de Banach E est primaire si, pour toute projection P de E,
P(E) ou (I —P)(E) est isomorphe & E.

Le symbole I, notera ici I’espace des suites de scalaires convergeant
vers 0 muni de la norme sup (habituellement noté ¢,). Pour 1 <r < oo
et 1< oo, (LDLD...), note 'espace de Banach des suites z = (v;)
telles que, pour tout ¢, #; € I, et (||;||) € l,, muni de la norme

[l =(S‘ o) si1<s< o

1=1
et de 1la norme

lzll = sup |lz;ll 8l 8§ = oo,
i

Nous nous proposons de démontrer que, pour 1 <r << cc et 1 < 8 < oo,
(1,®l.® ...), est un espace primaire. Rappelons que les seuls résultats
connus sur les facteurs directs de tels espaces sont ceux de Pelezynski
dans le cas r = 8 (cf. [10]) et de Schechtman qui caractérise dans le cas
r =2 et 1 <8< oo les facteurs directs qui ont une base inconditionnelle
(ef. [11]); signalons aussi dans cette direction le résultat de Casazza et
Bor-Luh Lin (cf. [3]). En utilisant ’exemple 8.2 de [7] et le corollaire 1
de [6] nous voyons immédiatement que, sauf pour r =2 et 1 < 8 < oo,
les espaces considérés ici ne sont pas des espaces £,,. Toutes les notions ct
symboles qui ne sont pas définis dans cet article peuvent étre trouvés dans
[5], [8] et [12].

2. Notations. Nous notons N l’ensemble des entiers > 1
b

¢: NxN—>N



124 C. SAMUEL

la bijection définie par
1
o, 0 =5 (P+9-2)(p+e—-1)+¢

et
¢ ': N>NxN

I’application réciproque. Soient (p,) et (g,) deux suites d’entiers telles
que, pour tout k, ¢~ (k) = (Pi, qx)- Soit B = (I, @ ...),. Nous notons (¢;)
la base canonique de I, et (¢;) la suite-base duale; pour (i, j) e N x N nous
posons

6 =1(0,...,0,6,0,...) (6 & la j-éme place);

nous savons que (e;;) est une base inconditionnelle et normalisée de E,
nous notons (¢;;) la suite-base duale. Pour chaque entier ¥ nous posons
Jx = 6,_,,,- Nous notons, pour chaque entier n, P,: E — 1, Papplication
qui & # = (x,) € ¥ associe P, (x) = x, et, pour chaque entier m, @,: I, -1,
I’application qui &

y =D €éy)ecl,

i=1
associe

Qn(¥) = D 6(y)e;.

im]

3. THEOREME PRINCIPAL. Soit u: E— E wune application linéatire
continue. Alors u(E) ou (I —u)(E) contient un sous-espace isomorphe o E et
complémenté dans E.

Nous ne donnons que la démonstration ducas 1 <r < ccetl < 8 < oo,
pour les cas r = oo ou 8 = oo il suffit de faire des modifications mineures.
Notons » = I —u. La démonstration du théoréme principal fait 1’objet
des lemmes suivants.

LeMME 1. Soit 0 < &. Il est possible de construire par récurrence une
suite (X,) de vecteurs de E et pour chaque entier 1, 0 = nj < n} < ..., une
sutte strictement croissante d’entiers tels que mous ayons:

(a) pour tout k,
X, =D wme, e |Xi=1,
1

ou 1 parcourt Vintervalle [nik , +1, ni];
(b) pour tout 1, pour tout j et pour tout i € {1,2,...,j}

€
I — an)Oon (X< W
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et

(I—@ I)OPIO'D(Xz)"

(e) pour tout k, pour tout i € {1, 2, ..., k+1}
ani oP ou(X,,,) = Q”q,- oP,0v(Xy,,) = 0.
k k

Montrons qu’une telle construction est possible. Nous posons X, = ¢, ,
et pour chaque entier ! nous fixons n} tel que

8

&
||(I—Qﬂ{)0Pt°“(X1)|| < > et ||(I—Qni)°P1°'v(X1)|| < FoR

Supposons construits X,, X,, ..., X, et, pour chaque entier I, 0 = n/
< 0} < ... < nj, satisfaisant (a), (b) et (¢). Nous choisissons alors

Liepr = Zalel-qk+l ’
1

ol I varie de n+1+1 & m, tels que ||X,.,|| = 1 et, pour chaque ¢ = 1,2, ...
G k+1
’ b

Q,,qi °Pq¢O“(XIc+1) = an,- OPg,,-O'U(XI:H) = 0.
k k

Nous fixons, pour chaque entier 1, n}, ., tel que, pour! # g4,y %41 > M
et nfk+tl > n, nous ayons

€
é?jlil(” (I-Q w )OPzO’“(Xi)H; Ir—e_ L )OPzO'”(Xt)”) (k1) 20+ °

Les conditions (a), (b) et (¢) sont visiblement satisfaites.
LEMME 2. La suite (X,), est une suite-base tsométriquement équivalente

a (fr)-

Fixons un entier » et des scalaires a,, a,, ..., a,. Notons, pour chaque
entier j,

y;=1{1,2, ...,’n}f\tp({(i,j); i=1,2,...}).

Nous avons
n i
| Datil = (3 3 er))".
i=1 i iéNj

Pour chaque entier j, (X,;;); est une suite-base bloc normalisée
de (e; ;);; nous avons donc, pour chaque entier j,

(e =1 3o

EEI
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et, par conséquent,

| S = (3 Zomlty” = (Shl S x| = Sox

LEMME 3. Il existe une suite (m;) strictement croissante d’entiers et,
pour chaque entier i, il ewiste une suite (mj); strictement croissante d’entiers
tels que

(a) pour tout k,

g g,
¢(m}),;c’ nqk) < ¢(mp/’¢c-ill’ nqk+1)’

el Pune des éventualités suivantes a lieu:
(b) pour tout (¢,j) e NxXN,

1
"‘Pujo u(xﬂm{.."j))" > 5 ’

(e) pour tout (¢,j) e NxN,

—

P, 00(X w(m{.nj))" Tk
Notons
A = {n; il existe une infinité d’entiers m tels que [[P,ou(X ym )l > 4}
et
B = {n; il existe une infinité d’entiers m tels que ||P,0v(Xy )l > 1}-

Des relations
u (Xw(m,n)) +o (Xw(m,n)) = Xw(m,n) b

(0y.0s 0, Pr(Xomn)s 0y o) = Xopmny  (Pu(Xgim,ny) & 12 n-iéme place)

et
”Xq:(m,n) ” =1

qui ont lieu pour tout m et n, nous déduisons que A ou B est infini. Suppo-
sons A infini et énumérons les éléments de A sous forme d’une suite stric-
tement croissante n, < 7, < ...

Nous construisons par récurrence une suite (mgk) d’entiers de la
fagon suivante:

m; est un entier tel que

1
"Pnl o u(xﬂm},nl))” 2 E .

Soit 97! (k+1) = (Pi41s Qa+1)y MiEtL est fixé de telle sorte que
P, X 1
I .nqk+lO'll:( o(mIk+1 n -2_

>
Pr+1" Ue+1

et @(mgktl, ng ) > @(mgk,n,);
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un tel choix est possible, car il existe une infinité de m tels que

1
||ank+1°’“(x¢(m,nqk _l))" = 5"

Remarque. Posons, pour chaque entier &, ¢, = ¢(m oey Mg, ) €6 notons
Y, = X;,. Pour chaque entier [ posons N, l' =0 et, pour k> 1 N} = e
Quitte a mtrodmre un certain nombre de coefficients nuls, les relations
(a), (b) et (¢) du lemme 1 impliquent:

(d) pour tout k,

= Xbitta,, b T =1,

ol Il varie de Nk, +1 & Nk,

(e) pour tout entier j, pour tout entier k € {1, 2, ..., j} et pour tout
entier [,

(I — QNI)OPn,Ou(Yk)||< 2(,“)”

(f) pour tout entier k et pour tout ¢ e {1 2,...,k+1},
Q oP ou(Y,,_,_l) =0,

(g) pour tout entier k,
1
"anko ’M( Yk)” = “2'“-

Pour chaque entier j, (Y,;;) est une suite-base bloc normalisée
de (oi.,,j)i; par un raisonnement analogue & celui du lemme 2 il est clair que
(Y,) est une suite-base isométriquement équivalente & (f,).

Rappelons les inégalités usuelles utilisées dans la suite: pour tout
A>0,B>0,et r>1
(1) (A+B)y <27 (4A"+B")

(2) (A+B)'" < AV + B,

Nous conservons les notations précédentes.

LEMME 4. 8i 0< e< 273 alors Pune des deux éventualités suivantes
a lieu:

(a) ((X;)) est une suite-base équivalente & (Y,),

(b) (v(X})) est une suite-base équivalente & (Y,).

Fixons 0 < ¢ < 27 et plagons-nous dans I’éventualité (b) du lemme 3;
nous allons établir que (u(Y,)) est une suite-base équivalente & (¥;).

Fixons un entier » et des scalaires a,, @,, ..., a,. Notons, pour chaque
entier j,

N§N;=1{,2, ---)”}n?’({(i’j);i =1,2, })
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Nous avons clairement

| Sancza] - ( S]2 ')

oo

(z’uP "

Fixons un entier j tel que N; @ et posons L, ; = [¥}_, +1, N?]. Nous
avons alors

(3) ||P,,j(’§,:a,,u(yk))“' - S"|e’,(j‘akp,,jou(yk)) lr
2 2 I"I(Z“kl’n;
ieN]- leLg ;

Fixons maintenant un entier ¢ € N;. Alors

(3 | 3 aupuoutza)[)"

lEL‘j k=1

|a,|( Z‘ le10 P 0 TI)" — Zlakl( D 60 P, ou(XI)".
k

IEL",'

;ez

Nous savons, d’aprés (e) et (g), que

’ r 1r 1 € 1
( Z ;0 Py 0u(X;)| ) > 5 T .o@ = 5t
teLy,j

nous - 8avons aussi que

0 8si k> 4++1 d’apres (f),

N , 1/r
( D) o, ou(Tar) <{ .

m siit>1et 1<k<1t dapreés (e).

Ces deux relations impliquent

( 2 e;(ZnakP,,jou(Yk))

leLi’ j k=1

1r |ai| __s_max 1
/ 22 2" 1<k<sn ’

en utilisant (1), nous obtenons

i Yo oura)f >

leL; 4 k=1

|a'|f r

23r— 2i-jr

max |a,|".
I<k<n
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En reportant cette derniére inégalité dans (3) nous obtenons

n
1
ng ( Za‘ku(yk)) “ 23,_ 2 la;|" — ¢" max lakI'Z?jT
k N 1<k<n

=1 J

Z 1
23'-.- Iallr jr -1 8 max Iakl ?

ieN. fi

d’ot1 nous tirons en utilisant (1) et (2):

nj(zaku(yk))
k

s
l E a ') ¢’ max |a;|°
’ 243—3/1'— ( || 2js-slr k<nl kl -

Nous avons alors

n
s\l/8
| Y aucza (Z“P,.,( )
k=1 -
1 Ao\ r+1/s—1

7 iehy 1<k<n

agu( Yk))
1

ce qui peut aussi s’écrire, puisque |l¢; ;| = 1 pour tout (3, j) e N x N,

“ Z au(Y;) ” > (2l/r+1/e— —e- 21/r+1/s—1) II 2“" Y, ”

k=1

Dans la suite, nous supposerons toujours 0 < s< 273 alors (u (X))
est visiblement une suite-base équivalente & (X,;). Remarquons que si (gy)
est la suite-base duale de (u (X)), nous avons, pour tout %,

21— 1/r—1/8

9!l < 5=

Démonstration du théoréme principal. Soit 0 < e < 273 fixé
sous certaines conditions qui.seront précisées plus loin. Nous supposons
que les éventualités (b) du lemme 3 et (a) du lemme 4 ont lieu et nous
allons établir que [u(Y;)]r-, est un facteur direct de E. Nous conservons
les notations précédentes. Soit ¢ = (m;) une suite d’entiers, nous notons
R,: E — E DPapplication définie pour z € E par R,(r) = (z;), ou

5 — P;(») sii¢d = {ng,n,,...},
: Qm,OP, () 5t =mn.

9 — Colloquium Mathematicum XXXIX.1
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Pour chaque entier % nous notons o, = (N3), et nous posons
Z; = R, (u(X,)). D’aprés (e) nous avons

2 —u(Xp)ll = ( S | Pa(Z: — (X)) ”.)"'

=
= ( l12ulze—w @) <o
i=1
Si &> 0 vérifie
0< A s< 1,

273 —¢

ce que nous supposerons par la suite, alors (Z,) est une suite-base équi-
valente & (u(Y,,)) et nous avons pour tout entier n et toute famille finie
Gy, Ggy ..., 6, de scalaires

PEARIXELA
k=1 =1

(cf. [2]). Pour chaque entier k¥ notons 2}, € ([e1,05, 1)) 01 1 varie de ea+1
& N une forme linéaire continue telle que

z;c ( Z e;"‘qk (u( Yk)) ol,nqk) =1

et
e = (|| Ze;,,.% (w(XD)ern, |5

d’aprés (f) et (g) nous avons
, 1 & -1
lleill < (E' —W) < 2%
Remarquons que, pour m #* k,
z;c ( 26;’”% (Zm) Gl,nqk) =0
i

d’apres (f) si m > k et d’aprés la définition de Z,, si m < k.
Soit # € E. Nous allons montrer que la série

P(@) = D'#%( D) thny, @61n, ) Z
]

k=1
converge.
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Puisque (Z,) est équivalente & (f), il est suffisant de démontrer que

(4) Ya(y 6limgy (2)61,0, )i *

k=1 1

converge. En laissant I parcourrir I'intervalle [N.%,, ,+1, N,% .1 nous
avons, pour chaque entier g,

0
( Z’Ilz;(.?.q) ( 21:6;-%(“’) 6l,nq)
Pm

o0
r\l/r ’ r\1/r
) < 4( 21, " 21 , 8l,nq(w)al,nq )
ps

<4( Y Yo, @r)" <4IP, (@),
p=1 1

Nous déduisons que

(Z ( 2 lz;’(p.a) ( Z ei,nq(w) el,nq)
g=1 p=1 [

La série (4) converge donc et nous avons

P <o ,,2 1P, (@)IF)" < 4ol

P (@)l < 2°|lwll lz|l.

Clairement P est une projection de E sur [Z,]3,.

8i ¢ > 0 est choisi tel que 2°|julls < 1, alors (u(X,)) sera complémenté
dans E d’apreés le théoréme 2 de [2].

Le s choisi devant convenir simultanément pour « et v, nous le fixons
tel que

21—1/!'-—1/8
’m£< 1 et 25(1+"u")8< 1.

THEOREME. Pour tout 1<r< oo et 1< 8< oo, Uespace de Banach
E = (1,0, ...), est primaire.

11 suffit de remarquer que (EQEQ ...), est isomorphe & E, d’appli-
quer le théoréme principal et la méthode de décomposition de Pelezynski
(cf. [10]).

Remarque. Aprés que ce travail ait été proposé pour publication,
Pauteur a appris que:

1° Alspach et al. (cf. [1]) ont aussi montré la primarité de (1,1, @ ...),
(1< 8< o) et mentionné qu’une preuve analogue permet de montrer
la primarité de (I,®L.®...), (1< r,8 << ).

2° Casazza et al. (cf. [4]) ont montré que si X a une base symétrique
et n’est pas isomorphe & I,, alors (X@X@...), (1< s < oo) est primaire.
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3° Odell (cf. [9]) -donne une description des facteurs directs de

13Dl ® ...),. I est indiqué que des méthodes analogues donnent une
description partielle des facteurs directs de (I,®!.PD...), (1< r,8 < o).
De cette description partielle il découle que les espaces (I,Pl. @D...),
(1<r,8< o0) sont primaires.
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