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Le but de cette communication est de montrer que les idées déve-
loppées par Wazewski dans la théorie des systémes de commande peuvent
étre utilisées dans D'étude des systémes de commande & retardement.

1. NOTATIONS ET DEFINITIONS PRELIMINAIRES

I. Soient R I’ensemble des nombres réels, R” I’espace euclidien réel
de dimension k et |#| la norme euclidienne usuelle dans R*. Posons pour
A< R et Bc R

0*(z, A) = inf{lv—al; acd},
o*(4, B) = sup{o*(a, B); acA},
o(4, B) = max{p*(4, B), o*(B, 4)}.

Pour Y < R*, soit #(Y) la famille des ensembles non vides et
fermés de Y. Enfin, soit ¢ 1’espace de Banach des fonctions continues
p: [—71,0] — R" avec la norme usuelle

lgll = sup{lp(t)|; te[—7, 0]}.

II. Un domaine ¢ < % et un ensemble fermé ¥ < R* étant donnés,
on appelle champ une fonction F: I(a) XG — A (Y) ou I(a) = [t,, t,+a]
c R. Le champ F est dit convexe ou compact respectivement lorsque
I’ensemble F (¢, ¢) est convexe ou compact respectivement pour tout
(t,p)el(a) xG. Le champ est dit sémicontinu supérieurement s’il existe
pour tout (¢, ¢’)el(a) XG et pour tout ¢ >0 un (', ¢", &) >0 tel que
[t'—1| < 0 et ||p'—g|| < & entrainent o*(F(t,q), F(t',¢’)) < & pour tout
(t,p)el(a)xXG.

Le champ F est continu lorsqu’il a la méme propriété quand on
remplace o* par o.
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III. Soit J(a) = [t,—7,t,}-a]. Pour toute fonction continue ux:
J(a) - R™ et pour tout tel(a), soit x, la fonction de # définie par la
formule z;(8) = x(t+0), 6¢[—17, 0]. Etant donné un domaine G < %,
on appelle équation au paratingent & retardement tout couple {p,, F'} formé
par une fonction initiale g eG et par un champ F: I(a)xG — # (R").
On appelle solution de équation au paratingent & retardement tout couple
{a, @} ot a’€(0, a], la fonetion x: J(a') - R" est continue, Ty, = Pos
zeG et D™ x(t) = F(t, ) pour tout tel(a’), D*x(t) étant la dérivée
paratingentielle de la fonetion z au point t, ¢’est-d-dire ’ensemble des
points Ae B* pour lesquels il existe deux suites (f;) et () telles que ti, 1y
el(a), t; £t pour j =1,2, sy limty = Hme" =t et

J—o0 J—oo

Y — (1
Iim ﬁ(#"f,_si—) = A.

jesoo L1

IV. Un domaine ¢ = % et un ensemble fermé # < R™ étant donnés,
on appelle systéme de commande & retardement tout triplet {pe, U, f} ou
pocl, U: I(a) XG — A" (%) et f: I{a) xG X% — R". On appelle solution
d’un systeme de commande a retardement tout triplet {2, u} olt @’ (0, a],
la fonetion @: J(a’) — K" est continue dans J(«'), absolument continue
dans I(a’), la fonction u: I(a’) — % est mesurable Lebesgue, @i, = Qos
zeGy u(t)e Uty @) pour tout tel(a’) et da(t)/dt = f(t, @, u(t)) presque
partout dans [(a’).

L’équation {p,, If} est dite équation au paratingent & retardement associée
au systeme de commande & retordement lorsque H(l,q) = f{t, ¢, U(t, ¢))
pour tout (¢, ¢)el(a)x@.

2. RELATIONS ENTRE LES SYSTEMES DE COMMANDE
A RETARDEMENT ET LES EQUATIONS AU PARATINGENT
A RETARDAMENT

THEOREME 1. Soit {p,, U, f} un systéme de commande & retardement
assujettt aux conditions

(a) la fonction f est continue,

(b) le champ U est compact et séinicontinu supériewrement,

(¢) le champ E est convexe.
Alors, {a', x, u} éant une solution de ce systéme de commande, le couple
{a', @} est une solution de Iéquation au paratingent associée et, réciproque-
ment, {a’,x} étant wne solution de Uéquation au paratingent associée, il
existe une fonction mesurable u: I(a') — % telle que {a', v, u} est une solu-
tion du systéme de commande.

La démonstration sera bagée sur 6 lemmes.
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LevMe 1. Soit x: [¢',t"'] — R" continue, F = R convexe et compact.
Si pour tout te[t',t'"] on a D*™*x(t) = F, alors
w(t)—z(t")

e,
tl _ t’l

Pour la démonstration voir [7], lemme II 5.

LEMME 2. Soient x: [t',1'] — R" une fonction absolument continue
et F < R un ensemble compact et convexe. Si x'(t)eF presque partout
dans [t',t"], on a

x(t)y—a(t'")
ot b

F.

Pour la démonstration, voir [6], lemme 1. _

LuMME 3. Soient F: I(a)XG — A (R™) un champ compact et supé-
rieurement sémicontinu, x: J{(a) — R" une fonction continue telle que xeG
pour tout tel{a). Alors Uensemble H =Co ) F(t,xy)ou[t', "] < I(a)
est compact. el

Co A désigne ici enveloppe convexe de 'ensemble A.

Pour la démonstration, on remarquera que l'ensemble () F({, x)
. teft’,t"]

est compact, en utilisant la continuité de ’application ¢ — x; et les pro-
priétés du champ F.

LEMME 4. Soient x: J(a) X R" wune fonction continue telle que x,eG
pour tout ted (a) et K: I(a)xG > A (R") un champ compact, convere el
supérienrement semicontinu. Alors les conditions

(1) D*x() = E{t,x) pour tout tel(a),
(2) la fonction v est absolument continue sur I(a) et x'(t)e (1, x;) pres-

que partout dans [(a)
sont équivalentes.

Démonstration. La condition (1) étant satisfaite, l’ensemble

H —=Co | E(t,x,) est compact et convexe et D™z (t)eH pour tout
tel(a)
tel(a). On a en vertu du lemme 1 (m(t’)—w(t”))/(t’——t”)eH pour ', t"

el{a) et t' =17, donce
w(t)—x(t'’) < L' —t’| ou L =sup{lh|,heH}.

I1 s’ensuit que la fonction z est absolument continue dans I(a),
donec dérivable presque partout dans I(e) et on a x'(t)e D**w(t) = E(t, x)
dans les points ¢ olt x est dérivable. La condition (2) est ainsi satisfaite.

Réciproquement, la condition (2) étant satisfaite, soit el (a), ¢ > 0.
Le champ E est supérieurement semicontinu et l’application ¢ — x; est
continne. Il existe done un intervalle fermé V = [ —d,% + 6] tel que
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g*(E(t,wt)‘, E(t, m;)) < ¢ pour tout i¢V. Alors, I'ensemble compact et
convexe H, = Co ) E(t,2,) est tel que o*(H,, H(f,x;))<s et a'(1)
teV

eB(t, %) = H, presque partout dans V. On peut appliquer le lemme 2,
ce qui donne (z(t')—z(¢"))/(t'—t")eH,, donec D**z(i) < H,, et o*(D** x(f),
B, »p)) < o*(H,, B(f, x7)) < e. Mais ¢ > 0 étant arbitraire, on a D**z(f)
< B(f, x3) et la condition (1) est satisfaite.

LEMME 5. 8¢ le systeme de commande & retardement satisfait aux
conditions du théoréme 1, le champ E associé est compact et semicontinu
supérieurement.

La premiére thése est une conséquence immédiate de la continuité
de la fonction f et de la compacité de I’ensemble U (¢, ¢). La seconde
thése est aisée 4 démontrer par un raisonnement apagogique.

Définition. Un ensemble N < R™ étant compact, on appelle mini-
mum lewicographique de N le point L(N) = (I,(N), ..., L,(N)}e K™ défini
par récurrence comme il suit:

L(N) = inf{“l? U = (u17 gy -ony um)EN}7
b(N) =inf{ug; = (Ur, ..., gy .or, Un)eN ~ Pp_i}

oit Py = {(Way ..oy Unm)eR™; g = L,(N), ..., upq = b, (D)},

LeMME 6. Soient B < R un ensemble compact et N: B — 4 (R™)
un champ compact semicontinu supérieurement. Alors la fonetion u: B —~ R™
définie par Végalité u(t) = L(N (1)) est mesurable dans B et on a u(t) N (§)
pour toul teB.

Pour la démonstration, voir [5], théoréme 1.

Les lemmes étant établis, passons & la démonstration du théoréme 1.
La premiere these de ce théoréme est une conséquence directe des lemmes 4
et 5. Pour la seconde thése, {a’, #} étant une solution de ’équation au
paratingent, on déduit du lemme 4 que la fonction 2 est absolument
continue dans I(a') et que a'(t)eB(t,x) = f(t, s, U(t, m)) presque
partout dans I(e’). Il existe donc une fonction »: I(a’) - % telle que
v(t)eU(t, @) pour tout tel(a') et que (1) — f(t, a, fv(t)) presque partout
dans I(a'). Reste done & prouver que la fonetion » peut étre remplacée
par une fonction mesurable . Soit Z < I(d’) 'ensemble des points ou
la fonction @ n’est pas dérivable. Pour tel(a')—Z soit N(f) = {w; z’' (1)
= f(t, #,, w), welU(t,2,)}. Ainsi défini, ensemble N (t) est compact et
non vide. Définissons la fonetion w: I(a’) — # par les conditions: wu (i)
:L(N(t)) pour tel(a’)—Z et u(t)e U(t, x;) pour teZ. Ainsi définie, la fon-
ction # est mesurable et on a 2'(f) = f (t, @y, u (1)) presque partout dans
I(a"). En effet, quel que soit ¢ > 0, il existe un ensemble compact B(¢)
S I{a')—Z tel que mes (I(a')—Z%Z—B(e)) < e et que la dérivée a’ est
continue dans B(¢). Le champ N étant supéricurement semicontinu
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dans B(¢), on peut appliquer le lemme 6 dont il s’ensuit que u est mesu-
rable dans B(e). En admettant que ¢ - 0, on conclut que « est mesurable
dans I(a').

3. CAS DES SYSTEMES A ARGUMENT RETARDE

Soient 7;: I(a) —[0, 7] des fonctions continues pour j = Ly @ 5w 3 Py
@o€€, % = R™ un ensemble fermé, @ = R™ un domaine tel que % p) = @
o >0 et #(f) est ensemble des points (z,, ..., 2,) eR"™ ol 2;¢ R" pour
lesquels il existe des nombres 6;e[—7, 0] tels que |5—gqy(6;)] < f pour
j=1,2,...,p.

Quelle que soit la fonction continue : J(a) — R" et le point tel (a),
soit ;e R™ la fonction définie par la formule

&y = (w(t—1,(1), x(t—1.(t), v @(t— (1))

On appelle équation au paratingent & argument retardé ensemble
{@os T1y --+y Tpy I} o0 F: I(a) XG — A (R").

On appelle solution de cette équation tout couple {a’, 2} tel que
a'€(0, a] et que la fonction #: J(a’) — R™ est continue, Ty, = Poy Tye@
et D**z(t) < F(t, x;) pour tout teJ(a’).

On appelle systeme de commande & argument retardé tout ensemble
{Pos T1y ooy Tpy Uy, F} o U: I(a)XG —H (%) et f: I(a)XG X% — R".

On appelle solution de ce systéme tout triplet {a’, 2, u} ot a’< (0, a],
la fonction x: J(a') - R" est continue dans J(a’) et absolument continue
dans I(a'), la fonction w: I(a’) —% est mesurable, @, = g,, @@,
u(t)e U(t, @) pour tout tel(a’) et a'(t) = f(t, &, u(t)) presque’ partout
dans I(a').

On appelle équation au paratingent @ argument retardé associée au
systeme de commande Véquation {gy, 7,,...,1,, E} ou E(t, &) = f(t, &,
U(t, &) pour tout (t, &)el(a)xG.

Dans ce qui suit I'ensemble F' sera supposé compact, convexe, semi-
continu supérieurement et pour lequel il existe un K >0 tel que
sup {|x|, xeF(t, &), (1, &)el(a) xG} < K.

Soit & >0 tel que [py(0)—po(6”)] < /2 pour 0', 0 [ —, 0].

Les théorémes suivants (énoncés d’une fagon un peu différente)
ont été établis par Mygkis (voir [3]):

a. Il existe au moins une solution {a*, x} de Véquation aw paratingent
a argument retardé, a* = {mina, 6, #/2k}.

b. Toute solution {a’,x} ol a' < a* peut étre prolongée & une solution
{a*, ¥}

c. L'ensemble des fonctions wx telles que {a*,x} est une solution de
Péquation en question est compact dans Uespace des fonctions & valeurs
dans R" et continues dans Dintervalle fermé [ty, t,+ a*].

Collogquium Mathematicum, t. XVIII 3
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d. Pour tout & > 0, il existe un n(e) > 0 tel que toute équation {@,, 7,
oo Tpy F}J ob |lpo—woll <7, [[T—1ll <y et F: I(a)xG A (R"), la
fonction F étant compacte, convexre, semicontinue supérieurement et telle
que o* (F(T, &), U F(t, &) <, a les propriétés suivantes:
jt— fi<n
15— El<<n

1° Toute solution {a,Z}, ae(0,a*] de {Pg, Tiy ..., Ty, I} peut étre
prolongée jusquw’a une solution {a*,y}.

2° Pour toute solution {a*, X} de {@o, T1y...s Tpy B}, il existe une
solution {a*,x} de {pg, 71, ..., Tp, F} telle que |2—x| < &.

e. Soit la zone d'émission Z(g,) Vensemble des points (t,x(t))el(a*)
X R" tels que {a*, x} est une solution de {p,, 71, ..., tp, F'}. Alors Uensemble

Z(p,) est compact, connexe et son intersection avec Vemsemble t =1 (o'u
tel(a*)) est compacte et connexe.

Le théoréeme 1 permet d’en déduire les propriétés correspondantes
des systémes de commande & argument retardé. Admettons en effet
que la fonction f est continue, que le champ U est compact semicontinu
supérieurement, que le champ F est convexe et qu’il existe un K >0
tel que |w| < K pour tout we#. Alors le champ E est compact, semi-
continu supérieurement et il existe un K; > 0 tel que |z| < K, pour tout
xeB(t, &) ou (¢, £)el(a)XC(B). On peut donc appliquer les théorémes
a et 1, ce qui entraine l’existence d’une solution {a,x,u} du systéme
de commande ou a = inf{a, §, 8/2K,}. En vertu des théorémes b et 1,
toute solution {a’,a,u} peut étre prolongée & une solution {a,y,v}.
En vertu du théoréme c, ’ensemble des fonctions 2 pour lesquelles
il existe une fonction u telle que {a,z,u} est une golution du
systéme de commande est compact dans l'espace des fonctions conti-
nues dans I(a). Si 'on définit la zone d’émission W(gp,) du systéme de
commande comme l’ensemble des points (¢, x(t))eI(a) X R" pour lequel
il existe une fonction u telle que {a, x, u} est une solution du systéme
de commande, on conclut que W(gp,) est compact et connexe et toute
section de W (p,) par un plan ¢ = { (out feI(a)) est également compacte
et connexe.

Wazewski a remarqué que I’on peut déduire de ces propriétés ’exis-
tence d’une commande optimale.

Soit en effet A: I(a) - A (B") un champ compact et semicontinu
supérieurement. Un ensemble A est accessible lorsqu’il existe un point
tel(a) tel que Wi(p,) ~ A(t) # @, o W,(p,) est I’ensemble des points
2(t)eR" tels que (t,w(t)) eW(p,). On dit que t* est le temps minimum
de rencontre avec A lorsqu’il existe un t*eI(a), minimum pour lequel
Wilp) ~ A(t*) £ @. Convenons d’appeler solution optimale de rencontre
avec A toute solution {a, #, u} telle que x(t*) A (i*). On a alors le résultat
suivant:
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THEOREME 2. Soit {pq, 71, ..., T, U, f} un systéme de commande o
la fonction f est continue, le champ U est compact et semicontinu supérieu-
rement, le champ K est convexe, |w|< K pour we#. Soit en outre
A: I(a) = A (R") un champ compact et semicontinu supérieurement pour
lequel ¢,(0)¢A(t,). Alors si A est accessible, il existe au moins une
solution optimale de rencontre avec A.

Dans le cas particulier ot I’ensemble 4 est constant et se réduit
& un point, le théoréme 2 est du type de Filippov (voir [17]).

Remarque. Le cas particulier des systémes de commande & argu-
ment retardé et celui des équations au paratingent & argument retardé -
sont plus simples que le cas général des systémes & retardement, du fait
que le domaine de définition @ appartient 4 un espace de dimension finie
dans le premier cas et & un espace de Banach de fonctions continues
dans le second. C’est pourquoi les résultats de Mygkis (voir [3], p. 122-
133) ne se laissent pas étendre directement au cas général.
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