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UNE REMARQUE SUR L’ORTHOGONALISATION
DES BASES DE SCHAUDER DANS L’ESPACE C

PAR

W. SZLENK (VARSOVIE)

Soit {t,.},¢=0,1,...,2",n =0,1,..., un systéme de nombres
tels que ¢, = 0,%, , =1 et pour tout » > 0

lny1,2i = oy b < tpgyzivr < lnjigr-

Soit {pn :(f)} un systéme de fonctions définies dans ’intervalle <0,1)
comme il suit:
Poo(t) =1, @.(t) =1,
0 pour <ty €6 T =104,

1 our 1t =1{,,;
oni(t) = P maD
linéaire dans les intervalles (i, s, ty 2:41)

et (lngit1y tngite)

ol 4=0,1,...,2"'—1 et n =1,2,... Posons
P.(t) = ‘Po,o(t)’ Pa(t) = ‘Po,l(t) et Pan—1yi44(t) = <Pn,i(t)

pour n =1,2,... et ¢ =0,1,...,2" 1.

Le systéme (¢,) = ((pn(t)) sera dit systéme de Schauder par rapport
& ’ensemble {1, ;}.

Schauder [6] a démontré en 1928 que si I'ensemble {t,;} est dense
dans l'intervalle <0,1), le systéme (¢,) est une base de Schauder dans
Pespace C des fonctions continues dans cet intervalle. Franklin [2]
a démontré en méme année que si ¢,; = ¢/2" pour tout n et tout 7, le
systéme (f,) résultant du systéme (@,) par Porthogonalisation d’Hilbert-
-Schmidt est également une base de Schauder dans C. En 1963, Ciesiel-
ski [1] a généralisé ce théoréme en montrant que si {t,;} est dense dans
Pintervalle (0,1), tout systéme (f,) résultant d’un systéme quelconque
de Schauder (¢,) par 'orthogonalisation d’Hilbert-Schmidt est une base

dans C.
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Je vais construire un exemple de base (y,) dans l’espace C telle
que le systéme (g,) résultant de (y,) par ’orthogonalisation d’Hilbert-
Schmidt n’est pas une base dans C, et plus encore, que la base (y,) peut
étre choisie aussi prés que ’on veut d’un systéme de Schauder (g,),
3 savoir que pour toute suite de nombres positifs (¢,) convergente rapi-
dement (voir Théoréme) vers 0 on peut choisir les systémes (y,) et (¢n)
de facon que Yon ait |y,— ¢y, < &, pour tout n =1,2,... (la norme
étant entendue au sens de 1’espace C).

Considérons un systéme {¢,;} tel que

(1) t1,1 = dl = ‘;" tn,l = dm tn,2i+1 = %(tn_l,i‘l“tn_l,i“)’

pour ¢ =1,2,...,2"'—1 et n=1,2,...,la suite (d,) étant décrois-
sante et convergente vers 0. Il est clair que l’ensemble des nombres
{tn,:} est dense dans lintervalle (0,1). Posons

'Po,o(t) = ‘Po,o(t)y 'Po,l(t) = ‘Po,l(t)y "Pl,o(t) = ‘Pl.o(t),
(2) Yn,o0(t) = @Pno(t)+ enpnam—1_,(t) pour = =2,3,...,
VYni(t) = @ni(t) pour ¢=1,2,..,2"'—1,n=2,3,...,

ol (¢,) est le systéme de Schauder par rapport & ’ensemble {t, ;} déterminé

par (1) et (e,) est une suite quelconque de nombres positifs. Désignons par

(yn) la suite des fonctions y,;(f) ordonnées comme les fonctions g, ;(f).
m

Soit ) cxyr une combinaison linéaire des fonctions v,, ..., yu, telle que
k=1

m
(3) fmnel f Prt1,2n— 1—‘2§k1/’k )2dt f(‘Pn+1 2m_1— Z Cryx)2dt.
Lecossm 0 k=1
LEMME. 8¢ d, < €,,,/3:2""* pour n =2,3,... et si la fonction

m
D cryr satisfait & la condition (3), on a pour m = 2"+ 2
=1

1

|Conyo| = ——.
2€p41

Démonstration. On a d’aprés (2) pan,s(t) = Yui1,0(f) 66 @pige(t) =0
dans lintervalle (., m+1_3, fpiym+1> = <1—1/2% 15, done

741
(‘pﬂ+1 A 22 fk'/’k—02"+z%”+z) di

241

2
= f(‘Pn+1 2m_1— fkwk—02”+2¢n+1,o—02"+28n+1¢n+1,2"_1) dat
k=l
a1
[(1—02”+23n+1)§0n+1 2"_1—2 £ dt =1I.
k=1

1- 1/2"
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Les plus petits sous-espaces de C engendrés par les vecteurs y,, ...,
yanyy O @1, ..., Pon,, Tespectivement étant identiques (yyn iy = yp n-1_4,
@anyy = @uaon-1_,) ot l'espace C étant en vertu du théoréme 2.4.3
de [3] celui des fonctions continues linéaires dans tout intervalle

PUSD|
Qniy tngsr) OU 2 =0,...,2"—1, la fonction D' &,y est linéaire dans
K=1
Pintervalle <1 —1/2",1). En calculant le minimum de l’intégrale I par
2”41
rapport & la fonction j &xyr, on trouve

k=1
an+2
min f (‘Pn+1 h_y— 2 51:'/’1:) dt
§1o-e0f2f 10
2"

= min (9’n+l oan_ 1—2 fk"/’k_cz”’+2w2"’+2) dat

& ,52"‘+1o k=1

1

> min I = (1—cpm y5,,)? 3ot

E1seennboyg

Or en supposant que |cyn | < 1/2€,,,, On aurait

1 2"+-2

@) min [ (pnysina—

TR LS

2 1
Exyr) At = 3 gnFe
k=1

comme @y, 0(f) = 0 pour tout ¢¢<0,d,> et |ps,0(f)] <1 pour tout
te<0,d,>, il vient
1
(5) f(‘PnH 2ho1—
é15. v62”+z

2"+2

1
2
fk'/’k) f (‘Pn+1 2 __'/’2"+2) dt
0

-1 n+1

1

, 1 1
(‘Pn+1,2"—1 = Pn+1,0— Pn+1,2"- 1) dt = - (¢n+1,o)2dt
En+t1 Ent1 °

Il
O —

d
1 an 1
= —— 2t < .
o2 " bf (Pn+1,0) T < g.gnts

€n+1

Les formules (4) et (5) étant contradictoires, on a

1

2€n41

[Cgn o] =

Soit # = x(t) une fonction continue dans l’intervalle (0,1); soit

llel| = sup |=(2)].
te(0,1)
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THEOREME. 8i &, <1/2"2, d, < &5,,/3:2" ™ pour n =1,2, ... et (@,)
est le systéme de Schauder par rapport & Vensemble {t,;} donné par (1),
le systeme (y,) donné par (2) a les propriétés suivantes:

(i) (yn) est une base de Schauder équivalente (1) dans Vespace C a la
base (¢n);

(i) llyn—@ull < &n pour n =1,2,...;

(iii) le systéme (g,) résultant du systéme (y,) par Vorthogonalisation
d’Hilbert-Schmidt n’est pas une base dans C (2).

Démonstration. (i) et (ii). Considérons les fonections ¢, (ou =
=1,2,...) comme des éléments de 1’espace C. Soit (P,) la suite des
fonctionnelles linéaires, biorthogonale par rapport au systéme (¢,). Comme
D)l =2 pour tout » =1,2,..., on a & <1/2""!®,| et il résulte
immédiatement de (2) que |y,— @ull < &,; le systéme (y,) est alors une
base équivalente & la base (¢,) en vertu du théoréme de Krein-Milman-
-Rutman [5] (voir également [4], théoréme 9.9.9).

(iii). Soit
n
=Z)‘ﬂ,‘iwi ou n=1,2,...

i=1
Posons

Sm(@] = Y'angn o1 an = [a(t)ga(t)dt
0

nN=1

Sm[x] est évidemment une application linéaire de 1’espace C dans
lui-méme; les combinaisons linéaires de g, (o » = 1, 2,...) étant denses
dans O, tout revient, en vertu du théoréme de Banach et Steinhaus,
4 prouver que

(6) lim||8p|| = + oo
ol 8] = sup 1Sl

En effet, posons m = 2"4+2 (ot » =1,2,...) et & = @,y m_,().
On a en vertu de I'inégalité de Bessel et de la formule (3)

oM 42

K
Sz”+2[¢n+1,2n.-1] = Z Cr WYk -
k=1

oo}

®ec est a-dire que la convergence de la série Ztnwn entraine la convergence
N=

de la série Ztnq;n et réciproquement.
n=1

(3) 8Si I’'on suppose seulement que lime, = 0, la condition (i) prend la forme:
n

(vn) est une base de Schauder dans C (pas nécessairement équivalente a la
base (¢n))-
Les conditions (ii) et (iii) ne changeront pas.
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Comme 'P2"+2(tlnfl¢n+1,o(t)a Yn+1,0(0) = Prp10(tatr2) =05 Yuy10(fnsr,)
=1 et la fonction D' cxy, est linéaire dans lintervalle <0,i,,,,>, on

peut montrer facilement que

”82”+2 [‘Pn+1.2"_1]”

ahy2 2"-;2 PUEY ] |02n+2 l
= max (lz ck'l’k(o)l7 IZ Gk'Plc(th.l)I’ IZ ck"l’k(tn+1,2)|) = 5
k=1 k=1 k=1

Comme |/@g19n_ 1)l =1, il vient en vertu de la derniére inégalité

et du lemme
1

dep

“Sz”+2” = “82"+2 [‘Pn+1,2"—1]]| =

On a par conséquent (6), ce qui achéve la démonstration.
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