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On connait le role du célebre lemme de Farkas-Minkowski ([2],
[12]) dans la théorie de dualité des programmes linéaires. Dans ce qui
suit nous allons établir une proposition de méme type, mais plus gé-
nérale, qui constitue un critére d’optimalité pour une classe assez vaste
de programmes, englobant les cas les plus importants étudiés jusqu’a
présent. De cette proposition découlent de la fagon la plus simple le lemme
de Farkas-Minkowski lui-méme et presque tous les résultats fondamen-
taux sur les programmes linéaires et convexes. Sa démonstration est
d’ailleurs tout a fait élémentaire et ne suppose aucune connaissance
préalable de la théorie des corps convexes.

Nous allons d’abord formuler et établir les principaux théorémes,
puis, dans la seconde partie, montrer comment on peut les appliquer
dans les problémes de programmation.

I. THEOREMES PRINCIPAUX

1. Considérons dans l’espace R" un cone convexe G, c’est-a-dire
un ensemble G tel que:

2eG, 1 >0 = lveQ;
x, % €@ =>x+2 G,

Nous appellerons base positive de G tout sous-ensemble B de ¢ jouissant
de la propriété suivante:

1. chaque point xeG est une combinaison linéaire positive des élé-
ments de B;

2. aucun sous-ensemble propre de B ne possede la propriété 1.

Par exemple, si G est un sous-espace de R", de base (algébrique)
e',e*, ..., €", une base positive de G est {¢', ¢*, ..., ¢", —¢', —€’,..., —€"};
si @ est un cone polyédrique, on peut former une base positive de G en
prenant sur chacune de ses arétes un point différent du sommet (cf. par

ex. [1]).
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Pour chaque ensemble J < {1,2,...,n} et pour chaque coéne con-
vexe (G désignons par G(J) le cone convexe {zeG:wx; = 0 pour jeJ}.
Un sous-ensemble F de G sera appelé une armature du coéne G
si, quel que soit J < {1,2,...,n} il contient une base positive
de G(J). Il est clair qu’'un sous-espace de R" posséde toujours une
armature finie; d’autre part, si G est contenu dans le céne {x:x; >0,
j=1,2,...,n}, chaque base positive de G en est aussi une armature.

Etant donnés deux vecteurs p, ¢ nous écrirons p <q si p; <g;
(j =1,2,...,n) et nous poserons:

@ = D pmt+ D g,

;<0 ;>0

n
By@y =<t t @) = ) .
i=1
THEoREME 1 (fondamental). Soient un cone convexe G = R" et deux
vecteurs p, q avec p < q, les comwosantes de p pouvant prendre la valeur
— oo, celles de q la valeur + oo.
1. 8%l existe un teR" tel que

(1) p<t<y,

(2) {ywy =0

pour chaque x d’une base positive B de G, on aura, pour chaque xeG:
(3) {p,q,2> =0.

2. Inversement, si inégalité (3) a liew pour chaque x d’une armature B
de G, il existera un te R", vérifiant les inégalités (1) et (2) pour chaque xe@.

Démonstration. 1. La premiére partie est presque triviale. En
effet, s’il existe £ R", vérifiant (1) et (2) pour tout # d’une base positive B
de G, on aura pour tout zeG:

x =Z/’lie’;, eeB, 2,=0,
3

d’ol

D8, @ = D ]ip, a4, 6> > D Midty 1, 6> = D hidt, 6 > 0.
i i 1

2. Démontrons la deuxiéme partie. Pour = = 1 on vérifie sans
peine que le théoréme est vrai. Supposons que le théoréme soit vrai pour
R"! et montrons qu’il 1’est encore pour R". Posons @, = {xeG : z, = 0},
E, ={xel:2, = 0}. G, peut étre considéré comme un cone convexe
de R""!, et puisque E, est évidemment une armature de @,, on peut, en
vertu de l'induction, trouver un point t*e¢R"~!, vérifiant (1) et (2) pour
chaque z¢G,. Si E—F, =@, le point ¢ = ({7,105, ..., ln_1, 1), OU ¥, est



INEGALITES LINEAIRES 109

un nombre arbitraire compris entre p, et ¢,, satisfait aux conditions
requises. Sinon, s0it Z = B—K,, Z" ={#eZ : 2, >0},Z" = {xeZ : 2, < 0},
et posons pour chaque zeZ:

A &
r = ’
|@n]
a(z) = — prwi_ Z!lf-@" pz) = 21’:'5%-!- Z%‘i’?'
;<0 ;>0 ;<0 ;>0
I#n jzn

Alors on a, en vertu de (3), puisque xeF,

a(z) < qn (weZ¥), Pp(@)=pn (weZ™),

d’ou, en posant

supa(z) lorsque Z* =@, inf B (2’) lorsque Z~ # @,
reZ+ T'eZ-
a — ﬂ ==
— oo lorsque Z* =0, + oo lorsque Zt =0,

nous obtenons
(4) a<(qny f=7Pa-.

D’autre part, quels que soient zeZ*, a'¢Z~ on a &+’ G,, donc,
d’aprés les propriétés de ¢*:

n—1
0 (@-+E) > 0
i=1
On en déduit

n—1 n—-1

B Ay
2, & > "’Z 45%;
j=1 i=1

n-1 n—1
a(@) < — ) iy < Y 3 < p@),
j=1 j=1
d’ol
(5) a < B.

Cette inégalité, confrontée avec (4), montre que [a, 1~ [Prn, ¢n] # 9,
c¢’est-a-dire qu’il existe au moins un nombre fini £, (*) tel que p, < t, < ¢y,
a < t, < p. Si nous substituons ¢, & p, et ¢, les vecteurs p’ = (p,, p,,

(*) Remarquons que a < + o0, f> — o0, pa< + 00, > — oo.
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ceryPu_1stn)s @ = (415 Qs -oes Gn_1, ty) satisfont encore a la relation (3)
pour chaque xeF, car, pour xeZ",

bnn = 0y = (@) 2 = — E Pi%;i— § q; ;s
=<0 zy=0
: i#n

ce qui entraine {(p’, ¢, x> =0, et de méme pour xeZ . On peut donec
recommencer le méme raisonnement a partir de p’ et ¢’ (en considérant
G,_, = {reG:x,_, = 0}) pour obtenir un nombre fini ¢, ,e[pa_1, gu_1l,
tel que p"' = (P1y -y Pu_zs tu_1ytn) €6 ¢ = (1, -++s Gu_2y tn_1, tn) satisfont
toujours & la relation (3) pour chaque xeE; et ainsi de suite. Lorsqu’on
aura déterminé tous les t,, t, 1, ..., t; le vecteur t = (¢, t,, ..., t,) satisfera
aux conditions requises. L.e théoréme est démontré.

COROLLAIRE 1. Si pour tout x d’une armature d’un cone convexe G
on a {p,q,xy =0, cette relation sera vérifiée pour tout xeG.

Ce corollaire peut étre utile, car il arrive souvent que ’armature
soit un ensemble fini et facile & déterminer.
Convenons d’appeler cone conjugué de G le cone

{t:<t,x> =0 pour tout weG}.

Alors, sous une forme légérement affaiblie, le théoréme précédent
peut aussi s’énoncer:

Etant donnés un céne convexe G et deuxr vecteurs p, q avec p < q: ou
bien il existe dans G un point x tel que {p,q, x> < 0 ou bien il existe dans
le cone conjugqué un point t tel que p <t < q.

Lorsque @ est un sous-espace de R", si on a {t,x) > 0 pour tout
d’une base positive on aura aussi <¢, x> < 0, done {,x) = 0 pour tout
xe@. De méme, la relation (p,¢q,x> >0 pour tout x d’une armature
entraine (¢q,p,x> = —{p,q, —x) < 0. On obtient ainsi le théoréme
suivant, qui, d’ailleurs, aurait pu étre demontré directement par la méme
méthode: '

THEOREME 2. Etant donnés un sous-espace G de R", et deux vecteurs

P, q avee p < q:
1. 8%l existe un teR" tel que

(6) p<t<gq,
(7) ,a> =0

pour chaque x d’une base de G, on awra, pour chaque ve@G,
(8) (g, P, %) <0< (P, q,x.

2. Inversement, si les inégalités (8) ont liew pour chaque x d’une arma-
ture de G, il existera un teR", vérifiant les inégalités (6) el (7) pour chaque
re.
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2. Cas particuliers. Désignons par A une matrice m xn, et pre-
nons comme G le sous-espace formé par les solutions de 1’équation li-
néaire

(9) Az = 0.

En remarquant qu’en vertu d’un théoréme connu d’algébre linéaire
un vecteur ¢ est orthogonal a toutes les solutions de (9) si et seulement
g’il existe un vecteur ueR™ tel que t = A*u, o A* est la matrige trans-
posée de A, on déduit du résultat précédent le

COROLLAIRE 2. Pour quw’on ait pour toute solution de (9):
(10) ®,q,2> >0
il faut et il suffit qu’il existe un vecteur weR™ tel que
(11) p < A*u <q.

En outre:

Supposons que p; << q; pour jed < {1,2,...,n}. Si la relation (10)
a liew comme inégalité stricte pour toute solution x de (9) vérifiant Vune
auw moins des conditions suivantes:

1. ;< 0 pour aw moins un jed, c J;
2. x; >0 pour aw moins un jedJ, = J,
alors on peut choisir w de fagon que:
1. <A}, u) > p; pour tout jed,,
2. (A}, uy < q; pour tout jed,
(ici comme dans la swite Q; désigne le j*™¢ vecteur-ligne de la matrice Q).

En effet, soit ¥ une armature quelconque du sous-espace G des so-
lutions de (9), F ’ensemble des zeF vérifiant I’'une au moins des con-
ditions 1 ou 2. Posons A(x) = {p, q,x>. Lorsqu’on remplace p par p’,
avec p; = p;-+¢ pour jed,, p; = p; pour j¢J,, et g par ¢’, avec q; = q;—«
pour jed,, q; = q; pour j¢J,, A(x) devient 4'(x), avec A'(x) = A(x)
pour we B —F, |A' (v)—A(x)| <e ) || pour zeF. Or Pensemble F est

jet

fini et, d’apres ’hypothése, pour tout 2¢F on a 4(z) > 0, done on peut
choisir ¢ > 0 suffisamment petit pour que p’' <q' et A'(x) >0 pour
xel. Alors, en vertu de ce qui précéde, il existe un vecteur ueR™ tel
que p’ < A*u < ¢', c'est-a-dire satisfaisant & (11) et 1°, 2.

La deuxiéme partie du corollaire 2 que nous venons de démontrer
est fondamentale, comme on le verra, pour la théorie de dualité des pro-
grammes.
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Posons maintenant &' = (@, ¥) = (L1, Toy eey Tny Y1y Yoy oooy Ym) A’
= Az—y, P = (P1yDay-ersyPny — RPy.cey — 0)y @ = (1, G2y -y qny

m
0...,0). Il est facile de voir que la condition {p’, ¢’, 2> >0 pour tout

T
m

«' solution de A’z’ = 0 équivaut & {(p,q,z) = 0 pour tout z solution
de Az >0; d’autre part A™u = (A*u, —u) = (CAT, U, ..., (A, u),
—Uyy eeey —Up). D'oU il s’ensuit:

COROLLAIRE 3. Pour qu’on ail

(12) {Pyq,x> =0
pour toute solution x de Vinégalité Aw =0, il faut et il suffit qu’il ewiste
un vecteur weR™ tel que
(13) u =0, p <
En outre:
Supposons que p; < ¢; pour jeJ < {1,2,...,n}. Si la relation (12)
a liew comme inégalité stricte pour toute solution x de Vinégalité Az =0,
vérifiant Pune au moins des trois conditions suivantes:

R

*u < q.

1. (A;, &) >0 pour au moins un iel = {1,2,...,m},
2. 2; < 0 pour au moins un jed, < J;
3. x; >0 pour au moins un jed, = J,
alors on peut choisir w de fagon que
1'. u; >0 pour tout iel;
2. (A}, u) > p; pour toutjed,;
3'. (Af,uy < g; pour tout jeds.
Remarquons aussi que lorsque p = ¢, la premiére partie du co-

rollaire 3 devient:

CoROLLAIRE 3’ (lemme de Farkas-Minkowski [2], [12]). Pour qu’on
ait {p, x> = 0 pour toute solution de Vinégalité Ax >0, il faut et il suffit
qu’il existe un vecteur ueR™ tel que w >0, p = A*u.

Enfin, en appliquant le corollaire 2 au cas ol p est remplacé par p’,
avec p; = — oo PouUr jed, p; = p; pour j¢J, et en remarquant que la
condition <(p’, g, x> = 0 pour tout x vérifiant (9) équivant a <{p,q, 2>
> 0 pour tout x vérifiant Az = 0, x; > 0 pour tout jeJ, on obtient le

COROLLAIRE 4. Pour qu'on ait {p,q,z)> =0 pour tout x vérifiant
Az =0, x; >0 pour tout jeJ = {1,2,...,n}, il faut et il suffit qu'il existe
un vecteur weR™ tel que

p; <KAf,uy<gq (j¢d),
CAf uy <gq; (jed).
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II. APPLICATIONS

Nous allons maintenant appliquer les résultats précédents aux pro-
bléemes de programmation.

1. Remarques générales. Il s’agira dans ce qui suit du probléme
suivant: étant donnée une fonction numérique f(r) dans un domaine
convexe D < R", trouver un point xzeD ol f(z) soit minimum.

Conformément # la terminologie généralement adoptée, un point x
sera dit admissible si xeD; optimal si de plus il correspond au minimum
de f(x).

Un vecteur zeR"™ est une direction admissible pour un point @eD
il existe un nombre A > 0 tel que z-+AzeD, autrement dit si un petit
déplacement dans cette direction ne nous entraine pas au dehors de D.
On voit sans peine que:

LeMME 1. L'ensemble G(x) de toutes les directions admissibles pour
un point wel est un come convexe.

En effet, il est évident qu’on a AzeG(x) dés que zeG(x), 4 = 0. Pre-
nons maintenant deux vecteurs z, z'<G(x) avec x+AxeD, @+ A2 D,
2>0, A’ >0. Alors, en désignant par 1, le plus petit des nombres 4,
' on a, & cause de la convexité de D, v+ AjzeD, x-+ 1,2 €D, d’ou il suit

A 1 i |
w—}—?o(z—}—z’) = E(m+}.oz)+5(m+loz')e1),

ce qui montre bien que z4z'eG(w).
Dans la suite, G'(x) sera appelé briévement le céne admissible en x.
Nous dirons que la fonction f(xz) est semiconvewre dans D si, quels
que soient weD, ze@(x), f(x) posséde au point x une derivée suivant
la direction z:

Df(w, 2) = .1],13(:3 fle+ Ai)—f(w) ’

et §'il existe une fonction h(x,z,4) >0 telle qu'on ait
(14) f@+2z)—f(@) = h(@, 2, 2) Df (@, 2)

pour tout -+ AzeD, A > 0.
LeEMME 2. Toute fonction de la forme

_ @(x)
v (@)

(15) f ()

est semiconvexe lorsque ¢ et y vérifient Vune des conditions suivantes:

Colloquium Mathematicum XIIT, 1 8
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1. ¢ est convere =0, yp concave >0 dans D;

2. @ est linéaire affine, v concave >0 dans D;

3. y est linéaire affine >0 dans D, ¢ convexe de signe quelconque;

4. ¢ et yp sont linéaires affines, et p(x) # 0 dans D.

En effet, considérons par exemple le cas 1. Pour zeD, z¢@(z) donnés,
les fonctions de la variable 4, p(z- 4z) et y(x-+ iz), étant respectivement
convexes et concaves (cf. par ex. [1] ou [14]), les dérivées Dg(x,z) et
Dy(x, 2z) existent toujours et ’on a
(16) @@+ Az)—g(x) = A - Dp(x, 2),

(17) v(@+12)—p(2) < 4 Dy(x, 2),
d’ou il résulte que Df(x,z) existe et qu’on a

_ y@lp@+22)—g@)]—g@)[p(@+iz) —y(x)]

(18) f(x+ Az)—f(x) w(@) (x4 Az)

A
= - [p(2) Dp(x, 2) —@(2) Dy (z, 2
v @) vtz ¥ ¢ (2, 2)—@ (@) Dy (v, 2)]
A-[y(@)]
= ——— Df (=, 2).
p(x+ 12)
Le raisonnement reste valable dans les autres cas, & condition de
mettre le signe = dans (16) dans le cas 2, dans (17) dans le cas 3 et par-
tout dans le cas 4.

LEMME 3. 8¢ f(x) est une fonction semiconvewe, pour quwun point
weD soit une solution il faut et il suffit que pour tout ze@(x):
(19) Df(x,2z) = 0.

Ceci résulte immédiatement de la condition (14), car tout point
yeD est de la forme y = x4 Az, 2¢G(x), 1 > 0.

En particulier, le lemme 3 montre quun point minimum local pour
une fonction semiconvexe est toujours un point minimum global.

Ainsi, on a prouvé que pour les programmes semiconvexes la con-
dition d’optimalité se reduit & I'inégalité (19). Or pour une classe assez

vaste de ces programmes (comprenant notamment le cas ou f(z)est
différentiable), 'inégalité (19) prend la forme

(20) P;q,2> >0,

avee p < q, p = p(x), ¢ = q(x). Les théoremes 1 et 2 et leurs corollaires
constituent alors des critéres d’optimalité pour ces programmes, et c’est
Justement en cela que réside leur intérét dans la question qui nous occupe.

Nous allons voir que beaucoup de résultats connus ne sont que des formes
diverses du théoréme 1.
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2. Programmes linéaires et semilinéaires. Nous appellerons pro-
gramme sémilinéaire le probléme suivant:

x
(21) A —b,0>0; minimer fig) =22
p (@)
ou A = |la;|| est une matrice m X n, b un vecteur donné de R™, y(x) = 0

dans le domaine D déterminé par les contraintes (21), et ¢(z), y(x) sont
des fonctions linéaires affines:

@ (x) = <e, x>+ ¢y, y(x) = d, x>+ d,

(ceR", deR", ¢, et d, sont des constantes).
Soit @ un point quelconque de D, J(x) = {j:2; = 0}. Il est clair
que dans ce cas le cone admissible est

(22) G(w) = {z: Az = 0,2; > 0 pour jeJ (z)}

et puisque

Df(w, z) =

1
[w(m)]z ‘[p(@):<e, 2> —op(2)- (4, 2)],

la condition (19) s’écrit:
(23) p@)-c—p@)d, 2> >0 (2eG(2)),

c’est-a-dire de la forme (20), avec par exemple p = ¢ = y(x) ¢ —g¢(x)-d.
Donge, en appliquant le corollaire 4, on obtient le

THEOREME 3. Un point weD est optimal pour le programme semi-
linéaire considéré si et seulement s'il existe un vecteur weR™ tel que

<A;’u> =y(@)c;—o(@)d;y, jé¢J (),
Afyuwy <p(@)e—g@)d;, jeJ(@).

On retrouve un résultat classique (cf. par ex. [4]) lorsque y(z) =1
(dy =1, & = 0).

Evidemment, pour que la condition (23) soit verifiée pour tout
zel(x), il suffit qu’elle le soit pour une base positive de G (z), qui dans
le cas actuel peut étre obtenue en prenant un point sur chaque aréte
du coéne polyédrique (22). En particulier, si 'on suppose que x est un
sommet ,non dégénéré” de D, c’est-a-dire que l'ensemble {A]:j¢dJ ()}
comprend exactement m vecteurs linéairement indépendants, les arétes
de G(x) sont données par les directions z* (ked (m)) déterminées par les
équations (cf. [4])

D A+ AL =0, =1, F=0 (jed(a),j k).
j¢J(x)
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Donec:

THEOREME 4. Un sommet non dégénéré x de D est optimal si et seule-
ment si pour tout ked(x)

(24) A = {p(x)-e—(@)-d, 2
= [y@a—g@d)+ Y (p@)e—p@)dr)z > 0.
jéJ(x)

On reconnait 13 un autre résultat connu lorsque y(x) =1.
Les programmes semilinéaires rentrent dans une catégorie plus
générale de problémes, & savoir:

(*) minimiser f(x), ou x est soumis aux contraintes (21), et f satisfait
a la condition (M’) suivante:

(M') quels que soient xelD, 2¢G(x), la fonction d’une variable y(2)
= f(x+ 4z) est: ou bien identique & une constante, ou bien strictement
monotone dans l’intervalle {1: x4 izeD}.

En effet, lorsque f(x) est le quotient de deux fonctions linéaires
affines, (M') résulte d’'une propriété élémentaire de la fonetion homo-
graphique x(4).

Supposons que le probléme (%) admette une solution finie # qui ne
soit pas un sommet de D. Alors, ¥ est intérieur a une certaine face de D
et en considérant la droite joignant ¥ a un sommet quelconque x° de
cette face, on déduit de la condition (M’') que f(x°) = f(Z), car si f(x°)
> f(Z) on aurait f(zZ) > f(x') pour tout point =’ de D tel que 2’ = z°
+A(x—x%), A >1. Donec:

THEOREME 5. St le probléme (*) admet une solution finie, il admet
comme solution au moins un sommet de D. 8’il admet plusieurs sommels
comme solutions, il admet aussi comme solution toute combinaison linéaire
convexe de ces sommets.

11 résulte des théoremes 4 et b qu’on peut appliquer & la résolution
des programmes semilinéaires la méthode du simplexe de G. B. Dantzig
(cf. par ex. [4]), qui consiste & partir d'un sommet quelconque = et —
en supposant le trongon D non dégénéré, auquel cas on peut toujours
se ramener, par exemple, par la méthode dite de perturbation ([4]) —
a vérifier si la condition (24) est satisfaite pour tout keJ (z). Dans Paffir-
mative z est la solution cherchée; sinon, il existe keJ () avee 4, < 0
et on passe alors au sommet correspondant x4 0z° (0 = max {6’ >0:
x4+ 6’2" > 0}), qui sera meilleur que x, et ainsi de suite.

D’ailleurs, on peut remplacer la condition (M’) par une autre moins
restrictive:

(M) quels que soient zeD, zeG(x), la fonection y(2) = f(r+ A2)
est monotone dans l'intervalle {1: x4 izeD}.
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11 est clair que (M) implique:
(M,) tout minimum local de f(z) dans D est aussi un minimum
global;

(M,) quels que soient xeD, zeG(x), Ae[0,1] 8i x+2¢D on a
fle+iz) = min{f(x), f(z+2)}.

De (M,) résulte immédiatement que si le trongon D est borné, f(x)
atteint son minimum au moins en un sommet de D.

En effet, cela est évident si D est un segment. En supposant que
cela soit vrai lorsque D a s—1 sommets, on a pour tout zeD, lorsque D
a s sommets x!, 22, ..., a":

s—1

8 . }'
x :glkwk = A + (1 — Ag) (k_1 1_:“3 m"),

8
ol A >0, DY A =1, par suite
k=1

8§—1

f(w);min{fm) f(Z 111 k)}; min {f(«*), k = 1,2, ..., s}.

Done, si le troncon D est borné, le probléme considéré peut aussi
étre résolu par la méthode du simplexe, ol 'on prend 4; = f(z+ 02"
—f(x), 2+ 02" (ke (x)) désignant les sommets voisins de ». Ce dernier
résultat a été publié dans [7] et aussi [6].

3. Dualité dans les programmes linéaires. Considérons le couple de
problémes suivants dits dwauz I'un de D’autre:

(25) (I) Axr>b,2>0, minimer {c, x);
(26)  (II) A*u <ec,uw >0; maximer (b, u).

On a établi ([6], [13]) pour ces problémes plusieurs théorémes re-
marquables de dualité, dont le plus délicat est apparemment le ,,théoréme
fort des écarts complémentaires” qui s’enonce ainsi:

Si chacun des domaines (25) et (26) est mon vide, il existe un couple
de solutions Z, u tel que

(27) (AF—b)+7 >0, (c—A*u)+7Z>0.

Nous allons nous occuper plus particuliéerement de ce théoreme,
puisque la démonstration des autres théorémes de dualité ne présente
aucune difficulté. A Paide des résultats obtenus dans la premiére partie
on peut aisément établir ce théoréeme de plusieurs maniéres.
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La méthode classique ([5] et [13]) consiste & utiliser le corollaire 3
ou 3" (lemme de Farkas-Minkowski) pour démontrer d’abord que: si
A* = — A, il existe x vérifiant Az >0, 2 >0, Aw+x >0, puis, de i
déduire le résultat mentionné. Nous allons donner une autre méthode,
beaucoup plus simple et, sans doute, moins artificielle.

Il nous suffit de prouver qu’il existe un couple #, % vérifiant la deux-
xieme inégalité (27), car alors de la méme maniére il existerait un couple
z', u', vérifiant la premiére inégalité (27), et le couple L (Z+Z'), 1 (u+u')
vérifierait toutes les deux inégalités.

Prenons V’ensemble J < {1,2,...,n} tel qu'on ait, pour toute so-
lution # du probléme (I),
(28) 7 =0 (jed)
et qu’il existe une solution zZ avec
(29) ;=0 (jed), Z>0 (j¢J).
Désignons par I D’ensemble {¢: <{4;, > = b;}. On doit avoir
(30) e,z =0
pour tout zeG(z) = {2: {4;,2> =0 (iel), 2 =0 (jeJ)}. Donc en vertu
du corollaire 3, ou ¢ = ¢, p; =¢; (jé¢J), p; = — oo (jeJ), il existe des
nombres #%; (iel), 7; (jeJ) tels que
(31) 7G>0 (iel), =0 (jed);
(32) jZI i+ <o (jed);
(33) Za@-m =¢  (j¢d).

En outre, puisque tout point admissible # ne vérifiant pas (28) n’est
pas optimal, la relation (30) a lieu comme inégalité stricte pour tout
ze@(Z) tel que z; > 0 pour au moins un jeJ. Done, d’aprés le méme
corollaire (deuxiéme partie), on peut choisir »; de fagon que

(34) D w7 < ¢ (jed).
el

Posons #; = 0 (¢e{1,2,...,m}—1I). Alors & = (%, %,, ..., Uy) est un
point admissible de (IT) et comme (b, @) = (AZ,u) = (&, A*u) = &, ¢,
c’est une solution de (II). D’apreés (29), (31), (34), on voit bien que le
couple z, u satisfait & la deuxiéme inégalité (27).

Par ailleurs, nous pouvons raisonner d’une maniére directe et non
moins simple, en commencant par établir la proposition suivante, inté-
ressante en elle-méme:
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THBoREME 6. Si toute solution x de (1) vérifie x; = 0 (jed), il exviste
e > 0 tel que le probleme
(1) Ax = b,z > 0; minimiser {c¢’, x);
ol ¢; = ¢; (j¢J), ¢ =¢c;—e (jeJ), admette les mémes solutions que (I).
Démonstration. Soit & une solution de (I), qu’on peut toujours
supposer étre un sommet. Il suffit de prouver que pour £ > 0 suffisamment
petit, 7 est encore une solution de (I’). Prenons sur chaque aréte, issue
de #, du trongon (25), un point différent de z, et soit S 'ensemble formé
par z et tous les points obtenus, S, — Densemble {reS:wx; = 0 pour

tout jeJ}. Lorsqu’'on remplace ¢ par ¢, la valeur (¢, x) ne change pas

pour weS,, et diminue de ¢ ) #; pour xeS—8,. Mais d’apres ’hypothése
fed

aucun reS— S, n’est optimal pour (I), done pour ces x on a {¢, x> >{c, z,,

et comme leur nombre est fini, on peut choisir ¢ > 0 suffisamment petit

pour que <{¢’, x> reste = {¢’, x> pour tout z¢S, donc que ¥ reste encore

optimal. Le théoréme est démontré.

Considérons maintenant le probléme dual de (I1'):
(IT") A*u <¢',u =>0; maximer <b,u).

Puisque (I’) a une solution, il en est de méme de (II"). Soient «, £,
a', f' les valeurs optimales de {e,z)> et (b, u)> respectivement pour (I),
(II), (I"), (IT"). D’apres le théoréme classique de dualité o = f, o' = f,
ce qu’'on peut d’ailleurs démontrer facilement. D’autre part, en vertu
du théoréme précédent « = o’. Done f = ', ce qui implique que toute
solution de (IT1’) sera encore solution de (II). Dés lors il suffit de prendre
une solution quelconque % de (IT') pour avoir un couple #, # satisfaisant
aux conditions requises.

4. Programmes convexes et semiconvexes. Examinons maintenant
le cas ou les contraintes restant linéaires et les mémes que (21) la fone-
tion & minimiser est convexe ou, plus généralement, semiconvexe.

1. Supposons d’abord f(z) convexe, ,séparable”, c’est-a-dire

(@) = X gi(a),

olt chaque ¢;(s) est une fonction convexe de s. On a alors pour zeD),
zeG (),

Df(z, z) = ZZJ% (7) + vz}% (),

zygo z]->0
oll ¢; (8) et ¢ (s) désignent respectivement les dérivées gauche et droite
de ¢;(s). La condition (19) s’ecrit donc

o~ (), oF (2),2> =0
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avec ¢~ (z) = (‘Pl_ (@1)5 ooy Pu (wn))’

ot () = (pf (@1),y ..o i (1)), @ <gt.

Par suite, en vertu du corollaire 4:
Le point x est optimal si et seulement s'il existe un vecteur ue R™ tel que

gi (27) < <AF,ud < gf (@), j¢d (@),
CAF,w) < of (%), jed (@),

oit, comme auparavant, J(x) = {j : x; = 0}.
Remarquons que la convexité de chaque ¢;(s) n’est exigée que dans
le domaine admissible de s. Cette condition est satisfaite par exemple si

_ usth
Vis+ 05
ou y;8-+6; > 0 pour s admissible, y;(a;d;— ;) < 0.

II. Dans le cas ou f(x) est semiconvexe et différentiable, en désignant
son gradient par

216

of (@) of («) )

dx, ' 0w,

of () =(
la condition (19) s’écrit

(35) (of(x), 2> >0,

d’ou le critére suivant qui se reduit & un résultat connu lorsque f(x)
est convexe:

THEOREME 7. Un point xeD est optimal si et seulement s’il exviste
un vecteur ueR™ tel que

)
CAY, uy = J;S:) . jed (@),
. of (z) .
<A7' y uy < 6.""},- y JGJ(m)-

Tout comme la methode du simplexe est applicable aux programmes
semilinéaires, la méthode du simplexe généralisée, proposée par Frank
et Wolf [3] pour les programmes convexes (4 contraintes linéaires) peut
étre utilisée pour résoudre les programmes semiconvexes. On construit,
pour cela, & partir d’un point arbitraire x'e D, une suite !, 22, ..., 2", ...
de points de D de la maniére suivante: connaissant z, on cherche, par
la méthode du simplexe par exemple, un sommet z° de D qui minimise
la forme linéaire ¢(6f(2"), #> dans D, puis on choisit sur le segment [z°, 7"]
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un point z**t! ot f(x) soit minimum. En supposant, comme M. Frank

et P. Wolf, que les dérivées partielles de f(x) sont continues et que pour
chaque # donné la fonction linéaire (&f(Z), x> est borné dans D, il est
facile de montrer que si #° est un point d’adhérence de la suite
o, w2, ..., 2% ... on a (of(2°), 2> >0 pour tout zeG(x°) et par suite

@) f(a®) = min f().

Jusqu’ici nous avons toujours supposé les contraintes linéaires.
Mais les résultats s’étendent sans difficulté au cas ol les contraintes
prennent la forme

(36) gilz) 20 (i=1,2,...,,m),

les fonctions g;(x) étant concaves, différentiables, satisfaisant par exemple
a la condition de régularité suivante: il existe un point 2’ du domaine
(36) tel que g;(z') > 0 pour toutes les fonctions g;(«) non linéaires. En
désignant par J(x) Pensemble {j:g;(x) = 0}, on peut voir aisément
que la fermeture du coéne admissible G(z) en un point 2 du domaine (36)
est le cone G'(x) = {z: (dg;(x), 2> = 0 pour jeJ(z)}.

En effet, soit un vecteur z¢G'(x). En posant 2’ = 2'—2x, on a

z = lim (24 42'),
A—»04-
et d’autre part, si jeJ(x) et g;(x) est non linéaire, (dg,(z), 2'> = g;(2')
—gi(®) >0 dou il suit, pour A >0, <(dg;(x), z+Aiz’> = {dg;(x), 2>
+4<dg;(2), #’> >0, ce qui montre que z+iz'eG(z). Donc un point
admissible # est optimal si et seulement si la relation (35) a lieu pour
tout zeG'(x). Il en résulte, d’aprés le corollaire 3:

THEOREME 8. Un point admissible x est optimal pour le programme
semiconvexe considéré si et seulement §'il ewiste un vectewr weR™ tel que:

m
(37) u>=0, Mugr)=0,
=1

Zui d9: () _ Of(=)

38
(38) 0x; O,

(j =1,2,...,n).

i=1

On peut d’ailleurs démontrer que si une fonction ¢(z) est semicon-
vexe dans un domaine convexe C, I'ensemble {x¢C: g(x) < a} est con-
vexe, quel que soit le nombre a.

I1 est alors facile de voir que le raisonnement et le théoréme pré-
cédents restent valables si dans les contraintes (36) les fonctions — gi()
(tel = {1,2,...,n}) sont convexes, mais les fonctions — g;(x) (i¢I) sont
seulement semiconvexes dans le domaine O = {x: g;(x) >0, iel }
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Le théoréme 8 exprime un résultat bien connu lorsque f(x) est con-
vexe. On peut aussi, dans ce cas, en tirer facilement le théoréme classique
de Kuhn et Tucker [11] sur le point-selle de la fonection

Pz, u) = f(x)— Zuigi(m)'

La méthode ,des directions faisables” de Zoutendijk [14] s’etend
également aux programmes semiconvexes (cf.[7]).

5. Flots et tensions dans un réseau de tramnsport. Pour terminer,
nous examinons un autre aspect du théoréme 1 qui s’exprime en des
conditions de compatibilité pour certains systémes d’inégalités linéaires.

Soit un graphe fini G = (4, U) o 4 = {1, 2, ..., m} est ensemble
des sommets, U = {u,, Uy, ..., #,} ’ensemble des arcs (U = 4 X A).
Considérons sa matrice d’incidence S = (s;;), dont les éléments s; sont
déterminés par:

- —1 si Parc u; sort du sommet ¢;
siy =1 +1 si Pare u; entre dans le sommet i;
0 dans les autres cas.

Comme auparavant, nous désignons les vecteurs-lignes et les vec-

teurs-colonnes de S par S; (i =1,2,...,m) et 8f (j =1,2,...,n) res-
pectivement. Un flot sur le graphe G est par définition une fonction nu-
mérique definie sur U, c’est-d-dire un vecteur # = (2;, @y, ..., &,) e R".

Le nombre <(8;, x> est Papport du flot au sommet 7. Un flot d’apport
nul en chaque sommet, autrement dit un vecteur x vérifiant I’équation
Sz = 0 est appelé un flot conservatif ou un eycle. Evidemment, les cycles
forment un sous-espace K de R", dont le complément orthogonal est le
sous-espace T engendré par les vecteurs S;. Les éléments de 7' seront
appelés tensions ou cocycles.

Un eyele (cocycle) élémentaire est un eyele (cocycle) dont les compo-
santes prennent seulement les valeurs +1, —1, 0, et tel que, quel que
soit J < {1,2,...,n} le vecteur x’ = (7, @5, ..., %,), Ol x; = 0 pour
jed, @; = x; pour j¢J, n'est jamais un cycle (cocycle), sauf si z' = .
11 est clair que les cycles (cocycles) élémentaires constituent une arma-
ture de K (7). En vertu du théoréme 2, on obtient les propositions sui-
vantes (cf. par ex. [1]):

TuroriME 9 (A. J. Hoffman). Etant donnés deux wvecteurs b, ceR",
b < e, pour qu'il existe un flot conservatif x vérifiant b <wx <e¢, @l faul
et il suffit que pour tout cocycle élémentaire t on ait {¢,b,1) <0 < (b, e,t).
On a un théoréme d’existence analogue pour les tensions.

m
Enfin, si on se donne des vecteurs aeR™, b, ceR", b < ¢, iZai =0,
=]
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et des fonctions convexes ¢;(s) (j =1,2,...,%), on peut se proposer
de chercher un flot » vérifiant Sz = a, b <a < ¢, et tel que

"
f@) = ¥ o))
=1
soit minimum. C’est le probléme général du transport, dont la solution
repose sur le théoréme suivant, conséquence directe du corollaire 4:

THEOREME 10. Pour qu'un flot admissible x soit optimal il faut et il
suffit qu'il existe un vectewr veR™, vérifiant:

¢i (%) < Vi — Vi) < @i (1) st b < @< o
Uiy — Viygy < @f (@) st xy = by
@5 (7)) < iy — Vi) $i X = ¢5;
(41(§) et iy(j) désignent respectivement Vorigine et Uewtrémité de Varc u;).
Une démonstration de ce théoréme se trouve aussi dans [9] et [8].
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