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CONTRIBUTION A LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
D’UN TENSEUR MIXTE DE VALENCE DEUX

PAR
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Ce travail est consacré aux comitants différentiels d’un tenseur
(¥3) (*) donné sur une variété différentiable V". On sait que les premiers
comitants, d’ordre un, de tels tenseurs ont été trouvés presque en méme
temps par B. Eckmann-A. Frohlicher et par A. Nijenhuis (voir [2] et [4]);
nous les désignerons respectivement par (77,) et (Nj,). Le comitant de
Nijenhuis se rapporte au cas, ou le nombre n est arbitraire et les valeurs
propres de la matrice [y}] sont différentes de zéro et différentes. Le comi-
tant d’Eckmann-Frohlicher (torsion d’un tenseur presque complexe)
est lié au tenseur presque complexe (y;y: = —0,) donné sur une va-
riété de dimension paire (n = 2r). Pour montrer que ces comitants sont
des tenseurs les auteurs se servent d'une connexion affine symétrique.

Dans le n° 1 nous obtenons le comitant de Nijenhuis par une méthode
directe qui assure immédiatement son caractére tensoriel et qui embrasse
le cas d’un tenseur presque complexe. Dans le n® 2 on détermine le co-
mitant différentiel du tenseur (y}) qui véritie la relation yjy; = A4,
ou A est une fonction arbitraire. Dans le n° 3 nous introduisons un co-
mitant du deuxiéme ordre d’un tenseur presque complexe en lui donnant
le nom de sa seconde torsion.

1. Supposons que sur une variété V" de classe (% soit donné un ten-
seur (y7) de classe ' dont les valeurs propres sont différentes de zéro.
Soit (—(pf,) un second tenseur mixte tel qu’il soit

(1.1) vigy = 0.
Considérons maintenant deux formes différentielles scalaires
. o O -
w1=w°0w'dw’ wz=%wdﬂ-’;

«" désignant les coordonnées locales dans un voisinage arbitraire U < V"
et f une fonction arbitraire de classe 02 donnée dans U.

(!) Dans tout l'article les indices grees parcourent les valeurs 1, 2, ..., n.
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En différentiant extérieurement w, et w, on obtient

of o f o2 f
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des produits dxz®/Adx’ dans les formes ci-dessus nous formons les expres-
sions suivantes:

7 A o o, T af —l[“ o, T a2f o T a2f
(pl 70 S 99}. w,uu am-[ (Pl y’a aw” am-[ (pﬂ. 1/)# amg amt,
UB e g T af + g T 02f T T 61f
VuBao = T VuPr0gur TV omar VP 9t aar

Si, en tenant compte de la relation (1.1), on change le rdle des in-
dices ¢ et = dans le dernier terme de la seconde formule et que ’on re-
tranche les dernieres équations, on obtient

. . af
P14 o— VaBio = (— Pi¥u+ Va®io) Frt

Comme les grandeurs 4, et B, sont des coordonnées de deux bi-
vecteurs covariants, le premier membre de cette équation est un ten-
seur et, par conséquent, il en est de méme du second membre; la fonc-
tion f étant arbitraire il s’en suit que les expressions

(1.3) T = PiVee — VuPio

sont des coordonnées d’un tenseur deux fois covariant et une fois contra-
variant. Si ’on multiplie cette équation par ¢} »? et que I'on tient compte
des relations (1.2), on trouve

Yol T;, = —viyi.— vyl o v aw"
e il “ ox° ox*”
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Le second membre de cette équation, changé de signe, étant iden-
tique avec le comitant différentiel wa, trouvé par A. Nijenhuis [4] on a

(1.4) Ni, = yiylTs,.

Remarquons que le tenseur (1.3) n’est pas, en général, antisymé-
trique en ses indices inférieurs.

Comme nous n’avons pas supposé que les valeurs propres du tenseur
(v3) soient différentes, les résultats obtenus s’appliquent aussi au ten-
seur presque complexe qui satisfait a la relation tp:y)f, = —d,. En la rap-
prochant de (1.1) on voit que 1'on doit poser dans ce cas ¢& = yi. Le
tenseur (1.3) devient alors identique avec le tenseur d’Eckmann-Froh-
licher

(15) : IT;[I = 'l’g'l’:m—'l’z nga

(torsion d’une structure presque complexe).

2. En conservant les notations du n° 1 supposons que sur une va-
riété V" de dimension paire (n = 2r) soit donné un tenseur (y}) vérifiant
la relation

(2.1) iy, = A8k,

o 4 désigne une fonction de classe ' d’un point xe V". Ce tenseur joue
un role utile dans la théorie de I’espace électromagnétique développée
par R. Debever, P. Libois et J. Géheniau (voir [1]); si 4 = 1, il caracté-
rise la structure de l’espace appelé par K. Yano ,almost product space”
(voir [6]).

Posons

(2.2) vi =iV Ay
en portant ces expressions dans 1’équation (2.1) on trouve

vivp = —05;

on voit donc que le tenseur auxiliaire est presque complexe. Portons
maintenant les expressions

Y = _iA_iW:’

déduites des équations (2.2) dans la formule (1.5) qui détermine la tor-

sion 77, du tenseur (y}); en tenant compte de I’équation (2.1) on obtient
la relation

. e e VA 0A 04
(2'3) T,m = —Aﬂg'i—('l’;%—%%) o° - Rawp + 6”-6—(171—’
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ot T3, est donné par la formule

(2.4) = YaVuo— ViVio

et les y,, sont définis par des équa{ions analogues aux équations (1.2).
On voit sur la formule (2.3) que (17,) est un tenseur une fois contra-
variant et deux fois covariant et que l'on a TW1 = —T5,. On a ainsi
trouvé un comitant différentiel du premier ordre du tenseur mixte (yj)
satisfaisant a la relation (2.1).

Remarquons que le comitant 77, peut étre obtenu par la méme
méthode dont nous nous sommes servi au 1°; il faut partir pour ce but
de la forme

« Of

= = x ,’B
et de sa différentielle extérieure.

3. Nous revenons au cas du tenseur presque complexe (y7) de classe
C2; nous supposons done que la dimension de la variété V" soit un nombre
paire (n = 2r) et que les coordonnées v; vérifient les relations yjy’ = —o7.
Son comitant différentiel du premier ordre 17, = —1T7, (torsion) est
donné par la formule (1.5). Pour trouver un comitant différentiel du
second ordre nous allons partir de trois formes différentielles extérieures.

1° Considérons d’abord la forme différentielle extérieure du second
degré

ooy

¢ OxP

ou f désigne une fonction arbitraire de classe * définie dans un voisinage
d’un point zeV". En différentiant extérieurement la forme 2 on trouve

9 9*
aQ =3 6,1’5,, f+ m,gmﬁ

da® Adax?,

) da® A da® A dx” (6, = 02).
~ o

Si 'on pose
(3.1) Upre = 8, T+ 0,17+ 0, Ty,
la derniére formule peut étre présentée sous la forme
A0 = H(UL,+4,)dx* Ada® Ada”

ol A, désigne une expression linéaire et homogéne par rapport aux se-
condes dérivées de la fonction f. Au moyen de la fonection (3.1) et du ten-
seur (y7) nous formons maintenant 1’objet géométrique

(3.2) W] 00T — = 3! w[QUWlm’] ( )-

(?) Le symbole [p|a|or] désigne, comme d’habitude, 1’alternation de trois
indices p, o, 7.
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2° Prenons de suite la forme différentielle linéaire

0
@ = wga—iﬁ-dm"
et sa différentielle extérieure qui peut s’écrire de la maniére suivante
: of %
do = (—%ngﬁ%ﬁ —|—B2)dw‘-’/1d:v ;

les nga étant définis par les formules (1.2) et B, désignant une expression
linéaire et homogéne par rapport aux secondes dérivées de la fonction f.
Au moyen des grandeurs ., et de la torsion T, on construit l’expres-
sion suivante

(3'3) Wg,gcrz = 3!#)5[911?::] &

3° Considérons | enfin la forme différentielle extérieure du seconde
degré
af

O = Thyt > da Adar

et sa différentielle extérieure

1 B a af 0 a T
dgl - a‘ alg(Tlalawﬂ)W “]—02 dx® Adx’ Adx ’

oit ¢, désigne une forme linéaire par rapport aux dérivées partielles du
second ordre de la fonction f. Posons

(3'4) -Wg,gaz = Sza[ngawg]‘

Les grandeurs (3.2), (3.3) et (3.4) sont des objets géométriques de
valence quatre, antisymétriques tous les trois en leurs indices inférieurs
0,0, 7. IIs ne sont pas des tenseurs, néanmoins leur somme que nous
désignerons par 7%, est un tenseur dépendant des coordonnées vy, et
de leurs dérivées partielles de deux premiers ordres. Il est done un comi-
tant différentiel du second ordre du tenseur presque complexe (y3); nous
lui donnons le nom de seconde torsion de ce tenseur. Le caractére tensoriel
de T%, peut étre vérifié, si I'on assujettit les grandeurs W e Wi oo
et W3, & une transformation arbirtaire de coordonnées 2* et que l'on
tient compte des équations

Wivn = 6,
et des relations
Yo Tt 9515 = 0,

Yo T+ yiTh, =0
trouvées par A. Frohlicher ([3], p. 74).

(3.5)
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D’aprés ce qui précéde ’expression explicite de la seconde torsion
du tenseur presque complexe s’obtient en sommant les grandeurs (3.2),
(3.3) et (3.4); on trouve ainsi la formule suivante

(3.6)  Tom = 2(y;0. T+ 93010+ 920, T7,) +319%0,T% .+
+2( 92y Toe+ 9o Top + 92 To,) -+ 9% T8, 4 92, T8, + 42 T2,

Remarque 1. La méthode qui nous a conduit & obtenir la seconde
torsion pourrait étre appliquée pour trouver des comitants différen-
tiels d’ordres supérieurs et pour résoudre le probléme de I’équivalence
de deux tenseurs presque complexes, mais il est visible que ceci exigerait
des calculs un peu fastidieux; nous reviendrons 4 ce probléme en un
autre travail.

Remarque 2. En se servant de la notion de dérivée tensorielle
A. G. Walker a trouvé un comitant différentiel de valence cing et d’ordre
deux qui’l appelle seconde torsion du tenseur presque complexe (voir
[6]); le tenseur 7% étant aussi d’ordre deux et de valence quatre il me
semble qu’il est plus convenable de lui donner le nom de seconde torsion.
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SELF-CIRCUMFERENCE OF CONVEX SETS
BY

B. GRUNBAUM (JERUSALEM)

Let K be a convex body (i. e., compact convex set with non-empty
interior) in the plane, and let z¢int K ; a norm (non-symmetric, in general)
is defined by the Minkowski functional

||2||x ,=1inf {4 > 0|x—zel(K —2)}.

Using the (non-symmetric) distance derived from this norm it is
possible to define arc-length for oriented arcs (see, e. g., Golgb [2]). For
an oriented closed curve C let the length of ¢ in the metric derived from
| |z, be denoted by Lgx.(C); the “self-circumference” of K is

L(K)=inf{Lg ,(bd K)|zeint K},

where bd K is taken in either of the two possible orientations.

Golagb [2] proved that L(K) =9 if K is a triangle and conjectured
that L(K) <9 for every K; he proved L(K) < 24, and stated that by
complicated arguments he is able to prove L(K) <18. Golgb’s con-
jecture was recently mentioned by Hammer [3]. It is the aim of the pre-
sent paper* to establish Golab’s conjecture.

TuroreEM. L(K) <9 for every convex body K in the plane.
In the proof of the theorem we shall use the following

LEMMA. For every planar convex body K there ewists an affine-reqular
hexagon circumscribed about K. ‘

The lemma seems to be well known; the author first heard it from
L. Danzer some years ago. However, no proof seems to exist in the
literature. This is rather remarkable, since the analogous statement
about inscribed hexagons is wellknown (see, e. g., [1], p. 102) and the two
facts seem to be similarly usable in different extremal problems (see, e. g.,[4]).

* The research reported in this paper has been sponsored in part by the Air
Foree Office of Scientific Research, OAR, under Grant AF EOAR 63-63 with the
European Office of Aerospace Research, United States Air Force.
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The following is a sketch of the proof of the lemma given by Mrs. Y. Kovetz
in her Thesis [4].

Using standard approximation and compactness arguments it is
easily seen that K may be assumed to be smooth and rotund (strietly
convex). In the notation indicated by Fig. 1 (where X, and X a0y Y,
and Y,, Z, and Z, are pairs of parallel supporting lines), easy continuity
arguments show that 7

Fig. 1

(i) for any fixed x,, y,, there is a unique 2, such that V is paral-
lel to X,;

(ii) for any fixed x,, there is a unique ¥, (and a unique 2, corres-
ponding to x,, y, by (i)) such that the length of the segment v,v, equals
to the sum of the lengths of a,a, and b,b,;

(iii) there is at least one x, (with Y1, %4, corresponding to it by (ii))
such that the length of a,a, equals that of b,b,.

But then X,, X,, Y,, Y,,Z,,Z, determine an affine-regular hexa-
gon circumscribed about K.

In order to prove the theorem we first remark that (see Golgb [2])
for any || ||z, among all oriented arcs between two points, the (straight-
line) segment has minimal lenght, and that if two closed convex curves
have the same orientation and one encloses another, then the latter has
a length not exceeding that of the first.

Let now H be an affine-regular hexagon circumscribed about K ;
without loss of generality we assume that the center of H is at the ori-
gin 0. Obviously Ocint K. Since K « H we have L(K) < Lg,o (bdK)
S Lgo(bdH). On each edge of H* — bdH we choose one point pieK.
Let P denote the convex hull of the points p;; then OeintP. Since P = K ,
it follows that Ly o(H*) < Lpo(H*). Therefore, the theorem shall be
proved if we show that Lpo(H*) < 9 for any (possibly degenerate) hexa-
gon P having a vertex on each edge of H*.



CONVEX SETS 57

Let hy, ..., hg = hy be the vertices of H (see Fig. 2 for the notation).
Then

6
Lpo(H*) = Yhillpo-
1=1

Fig. 2

We shall show. that for any two consecutive vertices h;, h; , (0 < ¢
< b) the inequality |[|hllpo+ |lhi1llpo <3 holds; clearly this implies
Lpo(H*) < 9. Assuming, without loss of generality, i =1 we have

1hillpo+ [hellpo < [Pallo,0+ [IRello0-

where @ is the convex hull of the set {hg, ps, s, Py, Ps, Ps}- But an ele-
mentary computation shows that |[hlgo+ ksl = 3, independently
of the position of p,.

This completes the proof of the theorem.

Remark. Golgb [2] (see also Hammer [3]) raised also the problem
of the greatest lower bound of Lk .(bd K); he established Lk .(bdK) =6,
and L(K) < 8, for every centrally symmetric K (these results, or weaker
statements, have been rediscovered many times). Along with L(K) <9,
Golab conjectured that Lx,(bdK) > 6 for every zeint K and every con-
vex body K. The last conjecture is still undecided.
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