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Soit R l’espace des nombres réels. Les fonctions fi: R—>R (teT
et T' désigne un ensemble d’indices) sont dites approximativement semiéqui-
continues supérieurement au point x, € R, lorsque, quel que soit le nombre
& > 0, il existe un ensemble 4 mesurable (au sens de Lebesgue), de mesure
positive et tel que z, € A, z, est un point de densité de ’ensemble A et
Ji(@) —fi(x,) < e pour tout teT ot x € A.

Dans le travail [1] j’ai posé le probléme suivant:

ProOBLEME 1 ([1], Probléme 2). Une fonction f: R xR — R telle que
toutes les fonctions f,(y) = f(#,y) (#,y € R) sont approximativement
semiéquicontinues supérieurement et toutes les fonctions f¥(x) = f(x, ¥)
sont mesurables (au sens de Lebesgue) doit-elle étre mesurable (au sens
de Lebesgue)?

O’Malley m’a communiqué le probléme suivant:

PrOBLEME 2. Une fonction f: B X R — R telle que toutes les fonctions f,
et f¥ ont la propriété de Darboux et sont de Baire* 1, doit-elle étre mesu-
rable? La fonction g: R — R est de Baire® 1 [2] lorsque, quel que soit
Pensemble fermé 4 # @, il existe un intervalle ouvert U tel que UnA # @
et la fonction partielle f| Un A est continue.

Dans cet article je donne une réponse négative aux problémes 1 et 2.

THEOREME 1. Admettons Vhypothdse du continu. Il existe une fonction
f: B X B — R non mesurable et telle que toutes les fonctions f, soient approxi-
mativement semibquicontinues supérieursment et toutes les fonctions f¥ soient
mesurables.

Démonstration. Rangeons les nombres réels en une suite transfinie
& termes différents

GyyByy eovy Byy oony a< Q,
ol Q désigne le plus petit nombre ordinal indénombrable. Soient
A, ={ag: f<a}pour a< Q et A =] [{a}x(R—4,)].
a<f
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Posons

0 lorsque (z,y) € A,

(@, 9) = 1 lorsque (z,y) ¢ A.

Remarquons que A, = {yeR: (vr,y)e A} =R—4,, oo = =a,,
et que AY = {z: (v,y) e A} = A,U{a,}, o ¥y =a,. 11 en résulte que
toutes les fonctions f sont mesurables (vu que les ensembles {z: f¥(v) # 1}
sont dénombrables) et que la fonction f n’est pas mesurable.

Fixons encore le point y, € B et démontrons que les fonctions f,
sont approximativement semiéquicontinues supérieurement au point y,.
Il existe un nombre ordinal y tel que y, = a,. On a, par conséquent,
fz(y) = 0 pour tout x = a;, ol <y, et pour tout y ¢ 4,, et f,(y,) =1
pour tout & = a,, ol a> y. 11 en résulte que f,(¥)—f.(¥o) <& (¢>0)
pour tout 2 € B et pour tout ye R—A4,. Comme, de plus, I’ensemble
R —A, est mesurable et sa densité est égale & 1 au point y,c E—A4,,
notre démonstration est finie.

THEOREME 2. Il exisie ume fonction mon mesurable f: R xR — R
telle que toutes les fonctions f, et f¥ soient de Baire* 1 et atent la propriété
de Darboux.

Démonstration. Soit A « B un ensemble fermé, non dense et
de mesure positive. Le complémentaire R — A de ’ensemble A est 1a réunion
de ses composantes (a,, 8,), ol » = 1, 2, ... Il existe une fonction continue

g: U (@, £) > (0, 1]
telle que
9((an) Bn)) = (0,1] et limg(s) = limg(z) =0,
osagd o>y

quel que soit » =1, 2, ... Soit
Bc A-— L)l({an}u{ﬂn})

un ensemble fermé, non dense dans Pensemble A et de mesure positive.
Soit ¢ = R X R un ensemble non mesurable telle que sa mesure intérieure
et la mesure intérieure de son complémentaire soient égales & zéro et
qui 2 au plus deux points communs avec toute droite [6]. Posuns

(g(x) lorsque reR—A4,

0 lorsque v € A — B,

fl@,y) ={0 lorsque (z, y) € (4 x 4) —(Cn (B xB)),
1 lorsque (#,y) € Cn(B X B),

\g(y) lorsque zeB et ye R—A.
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La fonction f n’est pas mesurable vu que I’ensemble {(z, y) € B xB:
f(xz, y) = 1} n’est pas mesurable et toutes les fonctions f, et f¥ ont la pro-
priété de Darboux et sont de Baire* 1.

Cependant la remarque suivante résulte immédiatement du théoréme 3
du travail [4]:

Remarque. Si la fonction f: R XR—> R est telle que toutes les
fonctions f, ont la propriété de Darboux, sont de Baire* 1 et sont conti-
nues presque partout [ont la propriété de Darboux et sont de Baire* 1]
et toutes les fonctions fY sont mesurables [ont la propriété de Baire],
la fonction f est mesurable [a la propriété de Baire].

ProBLEME. Soit T la plus faible topologie pour laquelle toutes les
fonctions approximativement différentiables sont continues [3]. La
fonction f: R X R — R telle que toutes les fonctions f, sont r-continues
(continues pour la topologie T') et toutes les fonctions fY sont mesurables,
doit-elle étre mesurable? (P 1232)
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