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SUR LES ENSEMBLES STATIONNAIRES ET DETERMINANTS
POUR CERTAINES CLASSES DE DERIVEES SYMETRIQUES

PAR

M. KULBACKA (LOD%)

Cette communication concerne les fonctions réelles qui admettent
la dérivée symétrique (dite aussi dérivée de Schwarz) partout dans un
intervalle J/. Un ensemble ¥ < J s’appellera stationnaire pour une classe ¢
de fonctions lorsque toute fonction feC est constante sur J dés qulelle
I'est dans F et il s’appellera déterminant pour cette classe, lorsque feC,geC
et f =g dans F entrainent f = ¢ dans J.

Désignons d’une fagon générale par ¢(C) la famille des ensembles
stationnaires pour la classe C et par y(C) celle des ensembles déterminants
pour elle. Si €, = C,, on a ¢(C,) = ¢(C,) et v (Cy) < w(C,). Si € contient
toutes les fonctions constantes, on a »(0) < ¢(0). Si la classe C est in-
variante par soustraction, on a ¢(C) < »(C).

Les familles des ensembles stationnaires et celles des ensembles
déterminants ont été caractérisées par Marcus ([1] et [8]- [11]), Bruckner
([2]-[4]) et autres ([1], [4], [7]) pour beaucoup de classes de fonctions;
il y a parmi elles les classes de dérivées ordinaires et approximatives.
Pourtant, je n’ai pas rencontré dans la littérature des théorémes sur
les ensembles stationnaires et déterminants pour les classes de dérivées
symétriques. C’est pourquoi je me propose d’examiner ici ces classes.

Les notations suivantes seront employées dans la suite:

fO 0, Y pour dérivée symétrique, dérivée symétrique supérieure
et dérivée _s-ymétrique inférieure de la fonction f respectivement;

mE, m*E, m,E pour mesure, mesure extérieure, mesure intérieure
de I’ensemble E respectivement (la mesurabilité et la mesure étant enten-
dues au sens de Lebesgue);

~ I pour J\E.

Les classes suivantes de fonctions définies dans intervalle J seront
envisagées:

C, — classe des dérivées symétriques bornées des fonctions abso-
lument continues;
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O, — classe des dérivées symétriques finies des fonctions absolument
continues;

C3; — clagse des dérivées symétriques finies des fonctions continues;

(U, — classe des dérivées symétriques qui sont finies &4 I’exception
des points d’un ensemble au plus dénombrable;

05 — classe des dérivées symétriques (finies ou non) des fonctions
continues;

(s — classe des dérivées symétriques des fonctions ¥ de Baire ayant
la propriété de Darboux et satisfaisant & la condition (N) de Lusin sur J,
¢’est-a-dire pour lesquelles E < J et mE = 0 entrainent mF(E) = 0.

Marcus a prouvé dans son travail [11] que le complémentaire de
tout ensemble stationnaire pour la classe des dérivées bornées est de
mesure intérieure nulle. Il en résulte que la condition nécessaire pour
qu’un ensemble £ soit stationnaire pour les classes C,-C, est que my(~E)
= 0, car chacune de ces classes contient celle des dérivées bornées, la
fonction primitive d’une dérivée bornée étant toujours absolument con-
tinue. Je vais démontrer que la condition m,(~F) = 0 est en méme temps
suffisante pour qu’'un ensemble K soit stationnaire pour les classes C,-C,.
Vu que C, =« C, =« C; = O, il suffit d’établir le théoréme suivant:

THEOREME 1. 8@ my(~FE) =0, Vensemble E est stationnaire pour la
classe C,. '

Démonstration. Admettons que feC,, que my(~E) = 0 et qu'il
existe une constante 4 telle que f(x) = 1 en tout point xzek. Il s’ensuit
de la définition de €, que f(x) = F"(x) pour une fonction continue F
et que Densemble {@:f(x) = — oo} U {w:f(z) = + oo} est au plus
dénombrable. Posons

Z ={m:xed, f() = A}.

Par suite d’identité

1 1
f(z) = lim 2n [F (m-{~ —) —F(m—— —)]
N—>00 n n
et de continuité de F la fonction f est de premiére classe de Baire,
Pensemble Z est done mesurable. Vu que E c Z et my(~E) = 0, on

a mZ = mJ. La fonction
G(x) = F(x)— Ax

est continue dans J et on a G (z) = f(z)— A, done GV (x) = 0 en tout x Z.

Mukhopadhyay (voir [13], théoréme 5) a prouvé que ¢ étant une
fonction continue definie dans Dintervalle J contenant le segment
a <2 <b et assujettie aux conditions

1° m{zela,b]: ¢V (z) =0} =b—a,

2° Vensemble {ze(a,b]: ¢ () = + oo} U {we[a, b]: ¢V (z) = — oo}
est au plus dénombrable, la fonction ¢ est constante sur ce segment.
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C’est une généralisation du théoréme de Mazurkiewicz [12] d’apres
lequel une fonction continue sur un segment et dont la dérivée symétrique
g’annule en tout point intérieur de ce segment est constante sur lui.

En vertu du théoréme de Mudhopadhyay, la fonction @& est constante
sur J. Il en résulte que G")(x) = f(x)—A = 0 pour tout weJ, c’est-a-dire
que f(x) = 1 sur J, ce qui achéve la démonstration.

Le théoréeme 1 donne une caractérisation de la famille des ensembles
stationnaires pour les classes C,-0C,.

Or les classes C,-C; contenant toutes les fonections constantes et
étant invariantes par soustraction, les ensembles dont les complémen-
taires sont de mesure intérieure nulle constituent une famille des ensembles
déterminants pour chacune des classes C,-Cj.

Envisageons & présent la classe C,. La condition My (~F) = 0 est
nécessaire pour qu'un ensemble F soit stationnaire pour la classe Cf,
car C, c ;. On ignore cependant si cette condition est suffisante. Le
théoréme qui suit établit la suffisance déja d’une condition moins faible.

THEOREME 2. 8i ~FE est un ensemble totalement imparfait (1), E est
un ensemble stationnaire pour la classe Cs.

Ce théoréme résulte immédiatement du lemme suivant dont la
démonstration (de méme que la démonstration du lemme 2 qui précédera
le théoréme 3) est modelée sur celle du théoréme 1 du travail [2] de
Bruckner (les deux lemmes sont des généralisations du théoréme précité
de Mazurkiewicz).

LEMME 1. F étant une fonction continue sur J qui a la dérivée symé-
trique en tout point de J, la condition F™M () = A pour tout xel, oit ~FE
est un ensemble totalement imparfait, entraine que F(x)— o = const.

Démonstration. En posant H = {#:axeJ, FY(x) #1} on a
H < ~E; donc H est un ensemble totalement imparfait. En outre H
est un F,; en vertu du théoreme de Souslin (voir par exemple [15]) d’apros
lequel tout ensemble analytique contient un ensemble non vide parfait,
H est donc au plus dénombrable. On a par conséquent |F((z)| < oo
a Pexception d’un ensemble au plus dénombrable. Il en résulte en vertu
du théoréme précité de Mudhopadhyay que la fonction F(x)— iz est
constante sur J. Le lemme 1 est ainsi démontré.

Envisageons pour terminer la classe C,.

LEMME 2. Soit F une fonction de Baire ayant la propriété de Darbous,
satisfaisant & la condition (N) et possédant la dérivée symétrique, finie ou
wnfinie en tout point de Uintervalle J. Soit E < J un ensemble dont le
complémentaire ~E est totalement imparfait. Alors, si FO(x) = 1 sur H,
on a F(x) = Ar+ const.

(!) Un ensemble est dit totalement imparfait 8’il ne contient aucun sous-ensemble
non vide parfait. Chaque ensemble imparfait est de mesure intérieure nulle.
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Démonstration. On conclut, tout comme dans la démonstration
du lemme 1, que |[F®(z)] < oo sur J sauf un ensemble au plus
dénombrable. En vertu du théoréme de Khintchine ([6], p. 217)
d’aprés lequel une fonetion mesurable est dérivable en presque tout
point ot F(x) < oo, la fonction F est dérivable sur ~B, ol B est
un ensemble de mesure nulle. I1 en résulte d’aprés un théoréme de
Saks ([14], p. 227) que

w*F(~B) < [ |FO(@)|dw = 2|m(~B) = |}|mJ.

NB

F étant assujettie & la condition (N), on a donc m*F(J) < |[A|md,
d’out mF (J) < |A|mJ par suite de la propriété de Darboux. En remplagant
J par un intervalle arbitraire I < J, on parvient & l'inégalité

mF (1) < |A|ml

qui signifie que F satisfait & la condition de Lipschitz sur J. En con-
séquence, la fonction F est absolument continue sur J. Comme F’(z) = 4
presque partout sur J, le lemme 2 se trouve démontré.

Remarques. 1. L’exemple de la fonction définie par la formule

’

pour —1 <<
F(x) = _

0
1 pour <<l
montre que ’hypothése sur la propriété de Darboux de la fonction F
ne peut pas étre omise dans le lemme 2. ‘

2. En admettant que |[F@(z)| < oo sur J, ’hypothése que F est
une fonction de Baire est superflue dans I’énoncé du lemme 2, car ’appar-
tenance de ' & la classe des fonctions de Baire résulte dans ce cas d’un
théoréme de Charzynski ([6], p. 219) d’aprés lequel la fonction F est
continue sur J excepté un ensemble au plus dénombrable.

Le théoréme suivant est une conséquence immédiate du lemme 2:

THEOREME 3. L’ensemble dont le complémentaire est totalement im-
parfait est stationnaire pour la classe des dérivées symétriques des fonctions
de Baire ayant la propriété de Darboux et satisfaisant a la condition (N)
de Lusin, en particulier powr la classe des dérivées symétriques finies de
ces fonctions.

Enfin on a le théoréme suivant:

THEOREME 4. Le seul ensemble stationnaire pour la classe des dérivées
symétriques des fonctions de Baire satisfaisant & la condition (N) de Lusin
est UVintervalle tout entier o ces fonctions sont définies.
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