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1. Einleitung. Besitzt eine parakompakte, orientierte Riemannsche
Mannigfaltigkeit M* eine Spin-Struktur, so definiert jeder Zusammen-
hang Z im Hauptfaserbiindel der orientierten, orthonormalen Repere
einen elliptischen Differentialoperator D? erster Ordnung — den soge-
nannten Dirac-Operator, welcher auf Schnitten des assoziierten Spinor-
biindels wirkt. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine notwendige
und hinreichende Bedingung fiir den Zusammenhang Z zu beweisen,
so daB D? ein formal-selbstadjungierter Differentialoperator ist. Im
Fall homogener Raume und invarianter Zusammenhdnge wurde ein
derartiges Kriterium von Ikeda (vergl. [2]) gegeben.

2. Die Spin-Darstellung A. Sei ¢y, ¢,, ..., ¢, eine orthonormale Basis
des euklidischen Raumes (R*, (,>) und bezeichne Cliff(R*) die Clifford-
Algebra der Bilinearform (R*, —<,»). Ihre Komplexifizierung Cliff°(R*)
ist isomorph zur Matrizenalgebra C(2"), falls ¥ = 2n, beziechungsweise
isomorph zu C(2")+ C(2"), falls.k = 2n+1 (vergl. [1]). Bezeichnet

i 0 0 i 10 —i
e U R B S

a(j) = 1, falls j ungerade,
)= 2, falls j gerade,

und

50 ist eine Isomorphie Cliff®(R*") = C(2") durch die Zuordnung

1) 6~EQ... E®4,;H9TQ... T
[(7—1)/2]-mal
gegeben.

Eine Isomorphie Cliff°(R*®*!) = C(2")+C(2") erbdlt man mittels
6> (EQ®... 9ER4®T® ... T, EQ® ... 3F®9p®T® ... ®T)
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fur 1<j<2n und
(2) b1 —~> (... T, —iT® ... QT).

Wir bezeichnen diese Isomorphien mit »x.

Sei p: Spin(k) — SO (%) die zweifache Uberlagerung der speziellen,
orthogonalen Gruppe SO (k). Aus Spin(k) = Cliff°(R¥) ergibt sich mittels »
und der Projektion auf die erste Achse im ungeraden Fall eine komplexe,
2"-dimensionale Darstellung A4, der Gruppe Spin(k). Weiterhin induziert.
die Multiplikation der Clifford-Algebra einen Homomorphismus

‘u: Rk®Ak—'> Ak

der entsprechenden Spin(k)-Darstellungen. Die Lie-Algebra spin(k) der
Gruppe Spin(%) kann mit der linearen Hiille der Menge {e;¢;: ¢ < j} in
Cliff (R*) identifiziert werden. Ist B, die Standardbasis von se(k), so
ist unter Verwendung dieser Identifikation das Differential

o,: spin(k) — so(k)
gegeben durch

(3) 0, (6:6) = 2Ey.
Fir das Differential der Darstellung

»: Spin (k) - GL(4,)
gilt
(4) ’ e — X

Betrachtet man
1 1
u+l =\_ % ’ U_y = 4 !

so bildet die Menge Ugy QUyy @ .. QU eine Basis des Vektorraumes 4,
(k =2n,2n+1). Es gilt

Tu, = — &u,,

(5)

GagyUe = (— 1)1 (6D eo0+Dy_,,

AbschlieBend bemerken wir noch, dafl 4, ein positiv-definites, hermi-
tisches Produkt mit der Eigenschaft

(6) (gc(w)l, V)+ (1, x(2)V') =0
besitzt (vergl. [4]), welches wir im weiteren verwenden.

3. Die Definition des Dirac-Operators. Gegeben sei eine parakompakfte,
orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit M* der Dimension k¥ und be-
zeichne (Q, =, M*, SO(k)) das assoziierte SO(k)-Hauptfaserbiindel. Eine
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Spin-Struktur ist ein Hauptfaserbiindel (P, =, M*, Spin(k)) und eine
Uberlagerung A: P —Q derart, da8

P x Spin (k) —> P
(7) e l‘\ M*
¥ /"7'
Q x 80 (k) >Q

kommutiert. Ist M* kompakt, so existiert bekanntlicherweise genau danm
eine Spin-Struktur, falls die zweite Stiefel-Whitney-Klasse von M* ver-
schwindet. In diesem Fall werden die Spin-Strukturen durch H'(M*; Z,)
klassifiziert (vergl. [3]).

Fiir unsere weiteren Uberlegungen fixieren wir eine Spin-Struktur.
Gegeben sei weiterhin ein Zusammenhang Z: T'Q — so(k), welcher sich

natiirlich zu einem Zusammenhang Z: TP — spin(%) so hebt, dag

TP —2___ spin(k)

(8) ll. le.

TQ ——2  ss0(k)

kommutiert. Der Zusammenhang Z induziert im assoziierten Spinor-
biindel

8 =P 4
s;?S(k) ¥

eine kovariante Ableitung
VZ: I'(8) - I'(T*(M* ®8).
Die Riemannsche Metrik gestattet es, T"(M*) mit T(M*) zu identi-
fizieren. Weiterhin induziert die Clifford-Multiplikation 4 einen Homomor-

phismus u: T(M*)®8 — 8. Der Dirac-Operator D? wird nun als Super-
position folgender Abbildungen definiert:

I'(8) 2> I'(T*(M*) ®8) ~ I'(T(M*) @ 8) —£— I'(8).

D? ist ein elliptischer Differentialoperator 1. Ordnung.
Ist 8,8y ..., 8, ein orthonormales Reper von Vektorfeldern auf einer
offenen Menge V < M* und weI'(8) ein Schnitt im Spinorbiindel,

so gilt
k
(9) D% (u) = '8, V5 (u)
J=1
(vergl. [6]).

4. Die lokale Darstellung der kovarianten Ableitung V%, Sei V < M*
offen und 8: V—@Q ein Schnitt, s(z) = (s,(), 83(®), ..., 8(2)), ze V.
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Die lokale Zusammenhangsform Z*® ist definiert durch
Z* =Zos,: TV —so(k).

Wahlen wir in so(k) die Standardbasis Ey (¢ < j), so erhalten wir
durch
(10) z* = ) oyEy
<i
1-Formen wy (¢ < j) auf V, welche wir durch Antisymmetrie wy+ wy =0
fiir beliebige Indizes 1 < 14, j < k definieren kénnen. Der Zusammenhang Z
induziert eine kovariante Ableitung ZF im Tangentialbiindel und fiir
diese gilt
k
(11) zVaf(sj) = Zwﬂ(si)sl'
=1

Ist V einfach-zusammenhangend, so definiert der Schnitt s zwei
Schnitte im Spin(k)-Hauptfaserbiindel P iiber V, unter denen wir einen

auswihlen und mit 8: V—P bezeichnen. Der Zusammenhang Z und
der Schnitt § ergeben eine lokale Zusammenhangsform

Z® = Z08,: TV —~ spin (k)
und somit mittels

(12) Z; = 2&){,6{6,
i<f
auf V definierte 1-Formen ;. Aus (3), (8) und (10) folgt unmittelbar
R 1
(13) Wy = 3 V4
Im assoziierten Spinorbiindel
S = P x A k
Spin(k)

betrachten wir die durch

7]81, ,Gn = [§ u ® ®u8n]
definierten, linear unabhingigen Schmtte Wey,...,s, UDET V. Die kovariante
Ableitung VZ ist dann durch

(14) V2 (aprt) = D, R T
(31,...,¢;)
gegeben. Wir berechnen jetzt die Funktionen I" b Es gilt

(15) [x*(Za(sl))](u,IQ Qu,) = ) r,,l, '::nu ®... QU
(8100 o)
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(vergl. [5], 8. 151), woraus unter Beriicksichtigung von (4), (12) und (13)

1
7D () %(0100) (4, ® ... B,) = 2 rin ur @ ... ou

n
i<m

folgt.
Sei

(‘1 . "n)

Cl,m — ( _ 1)l(l—1)/2]+[(m—1)/21 +m ia(1+1)+a(m)+1 .

Dann erhilt man aus (1), (2) und (5) fofgende Formeln:
(a) Ist [(1—1)2]< [(m—1)/2] und m < 2n+1, 8o gilt
u(e,em)(u,l® ®u,n)
= Con Enm—1)/21 End=1)/2) En—l(m—1)/2) +1 - - Enm-1)i2]—1%e; @ -+ @
B U m-yy ® ®u-‘n—[.(l-1)/2] ® ... QU,-

(b) Ist I<m < 2n+1 und [(1—1)/2] = [(m—1)/2], so gilt
%(616,) (e @ o0 @U, ) = 18y_(g_)) %, @ ... DU, .
(c) Ist I < 2n 41, so gilt

x(el 62n+1) (utl X e ®u‘u)

—K1 12a(l
= (—1)r (DR RO o e e 3:‘-1)[(1-1)/21“'1® - ®

®u_,n~[(,_l)/2]® e QUu, .

n
Hieraus erhalten wir nach elementaren Rechnungen
Satz 1. Sei dim(M*) = 2n (gerade) Die die Lovariante Ableitung VZ

lokal beschreibenden Fumktionen 1“; ;l"','f_':n sind gegeben durch:

(1) ro- "': =0, falls (ey,...,e,) nicht durch genau zwei oder mull

1‘1
Vorzowhenveranderungen aus (&g, ..., €,) hervorgeht.

(2) P,q c 7'2‘091-1 Zl(sj)eu—l+l
1=1
3 11‘1' =8y —freer—8p —greesfpy En—t41 0 En_g—1 C
(3) Foepaeeanty = 2 { 2841,2¢+1En~g X

X Wog11,2041(85) + 023+1,2¢+2 En—tEn—sD2e11,2042(87) + C2s+2,2l+l Wog 19,2041 (87) +
+ Cogi2,0t426n—t Vagt2,2042(89)} -

Ist dim(M") = 2n+1 (ungerade), so gilt

(4) I" Goanrer = 0y falls (e, ...,e,) nicht genau durch null, eine
oder zwei Vorzewhenverandemngen aus (&, ..., &,) hervorgeht.
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(5) Ist
’
(819 <0y 3;;) = (819 ++-9 &)
’ A ’ .
(E1y oovy &) = (819 cevy —Ep ity eney —Ep_gyoeey &)y

8o gelten die Formeln (2) und (3) enisprechend.

oder

Doeees—8p —foreslpy i __1\p=t-1
() Ijiombrm = = (— 1y

 RT €100 Ept1 (Gn—t Wat41,2n+1(85) —

— 5w2t+z,zn+1(3j)) .

5. Die formale Selbstadjungiertheit des Dirac-Operators. Das positiv-
definite, hermitische Produkt in 4, ergibt eine Metrik im Spinorbiindel 8.
Der zu D? formal-adjungierte Operator (D?)* ist durch

[ (D%, v) = [ (u, (D?)*(v))

definiert, wobei % und » Schnitte in 8 mit kompakten Tragern sind. Be-
zeichne div den Divergenz-Operator beziiglich der Riemannschen Metrik
auf M*. ‘

LeEMMA 1. Ist 8,, 83, ..., 8; eéin orthonormales Reper von Vektorfeldern
auf einer offenen Menge V < M* und w e I'(S) ein Schnitt im Spinor-
biindel, so gilt

(D?)*(u) = 2( (s,u)+d1v(s,)(s,u))
j=1
Weiterhin gilt fir eine auf M* definiérte Funktion f
(D7 — (D)) (Fw) = (D" — (D% ).

Der Bewels von Lemma 1 erglbt sich durch eine einfache Anwendung
des Satzes von Stokes und wird. analog dem des Satzes 4.3 der Arbeit [6]
gefiihrt. :

Insbesondere ist der Dirac-Operator genau dann formal-selbstad-
jungiert, falls (DZ)(%I ) = (-DZ)*.(’%I,.....") fir jede Folge (e, ..., )
gilt. Dies bedeutet '

..... L

k k
2 8 ij(ncl,...,sn) = 2 (ij (81 77.1,...,.,,) + div (sj)sj 7731.,..,:”)
j=1 Je=1

und aus (14), (15) erhalten wir

k
D e [n(Z(8))] (4, ® ... @)

J=1

k
= 2([;;‘ (Z°(8))] (6 %0, ® ... ®W, ) +diV(8))20, ® ... S,

=1
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_ Weil %, ® #,,® ... @, eine Basis von 4, bildet, folgt unter Beriick-
sichtigung von (4) und (12)

k k
2 e,(z c‘o,,,,(s,)e,e,,.) = Z(Z Oy (84) €166 +div(sj)ej) .
i<m Jj=1 I<m

=1
Somit gilt
k k
2(2 &’lm(sf)(ejelem“ezemej)) = Zdiv(sj)eja
I<m =1 i=1
‘woraus
k k k
DS omlsm)e = D diviz)e,
l=1 mml - J=1

folgt. Wir sehen somit, daB D? genau dann formal-selbstadjungiert ist,
falls fiir alle j =1,2,..., %

k
(16) div(s) = D' wy(s)

=1

gilt. Der Zusammenhang Z induziert eine kovariante Ableitung 2V im
Tangentialbiindel und daher mittels

k
divZ(X) = JFZl‘wf(ZVXjX)
einen Divergenz-Operator divZ. Hierbei ist X,, X;,..., X, ein lokales
Reper von Vektorfeldern und !, w?,..., o* dual zu diesem. Aus (11)
folgt nun

k k k k
divZ(s)) = D (o858 = DK D) i (8:)8my 8:) = D) w55(8:)
] {=1 mml i=1
und aus (16) erhalten wir divZ(s;) = div(s;). Daher gilt

SATZ 2. Sei M* eine orientierte, Riemannsche Mannigfaltigheit mit
einer ausgezeichneten Spin-Struktur und einem Zusammenhang Z im Haupt-
Jaserbiindel der orientierten, orthonormalen Repere. Bezeichne div den
Divergenz-Operator der Riemannschen Mannigfaltigheit und div? denjenigen
des Zusammenhangs Z. Der Dirac-Operator D? ist genau dann formal-
selbstadjungiert, falls div = divZ.

FoLGERUNG 1. Set M?® eine 2-dimensionale, orientierte, Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit einer ausgezeichneten Spin-Struktur und einem Zusam-
‘menhang Z im Haupifaserbiindel der orientierten, orthomormalen Repere.
Der Dirao-Operator D? ist genauw dann formal-selbstadjungiert, falls Z der
Levi-Civita-Zusammenhang der Riemannschen Mannigfaltigkeit ist.
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Beweis. Sei 6 = (6', 6*) die Torsionsform des Zusammenhanges Z
und s*6 = (6}, 6%) die lokale Torsionsform. Geméa8 den Strukturgleichungen
(vergl. [5]) gilt

do* = Y wy0’+ 6]
j

wobei o1, o? dual zu s,, 83 ist. Daraus erhalten wir

- 0‘([81, 3;m]) = @i (8) — wy(8y,) +9:(3u 8m)-

Fiir + =1 ergibt sich

2 2 2
20"([8,, 8ml) = Zwmt(si)—' Z 0:(8;, 8m)-
i=1

=1 =1

Der Levi-Civita-Zusammenhang ist torsionsfrei
Va,usm_ Vamst = [8;) 8m]

und V, s, ist orthogonal zu s;. Daraus folgt

2 2 2
2 ai(V,‘sm) = Zw,,,,(s;)— 20:(8‘, 8,
i=1

=1 =1

also

2 2
AV (8p) = D ome(8)— D 04(8:1 8m)-

i=1 i=1
Aus (16) erhalten wir

2
D 65y 8,) =0 (m=1,2)
i=1

und somit
0 (81 85) =0 = 03(31: 83).

Der Zusammenhang Z ist daher torsionsfrei.
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