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Les sous-variétés semi-invariantes d'une variété riemannienne local pro-
duit ont été¢ définies et étudiées par Bejancu [1]. En utilisant les groupes de
cohomologie de de Rham, nous avons étudié les propriétés des distributions
qui définissent une telle sous-variété, ainsi que la stabilité des sous-variétés
anti-invariantes [5].

Dans cette note nous continuons I’é¢tude, en obtenant une formule de
calcul pour la seconde variation du volume d’une sous-variété semi-invariante
minimale et générique. De cette formule on déduit des conditions sous
lesquelles la sous-variété est stable. Enfin, nous illustrons ces considérations par
des exemples de sous-variétés semi-invariantes stables d’'une variété rieman-
nienne local produit. '

1. Soit M une C*-variété différentiable douée de la structure métrique
presque produit donnée par la métrique riemannienne g et par le champ
tensoriel F, de type (1, 1) (F # 1), tels que

(1) F*=1, g(FX,FY)=g¢(X,Y)

pour tous X et Y, tangents a M (voir [7]). Désignons par ¥ la connexion de
Levi-Civita sur M, relative a g et supposons que M est lgcal produit, i.e.

) VyF=0.

Etant donnée une sous-variété M de M, nous désignons toujours par g la
métrique riemannienne induite sur M et par V la connexion de Levi-Civita sur
M.

S’il existe deux distributions D et D', telles que
T.M =D @D:, F®D)=D, F(D!)<cT,M*

pour tout xe M, alors M s’appelle sous-variété semi-invariante de M ([1]; conf.
[2]). La sous-variété semi-invariante M est dite D!-géodésique [1], si
h(X, Y) =0 pour tous X, YeD*, h étant la deuxiéme forme fondamentale
de M.
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2. Soit M une sous-variété semi-invariante de la variété riemannienne
local produit M et désignons par P, Q les projecteurs de TM sur D,
resp. sur DY, En appliquant les formules de Gauss et de Weingarten relatives
aM

(3)’ Ve Y=V, Y+h(X,Y), Vyi=—A;X+Vxi,
nous obtenons
) Vy(FX)=F(VyX)+Fh(X, Y)+Apx Y,

d’ou il résulte le

LEMME 1. Pour XeD* et YeTM on a
) " V§(FX)=FQ("yX), FP(VyX)+P(4xY) =0,
(6) Fh(X, Y)+Q(Arx Y)=0.

Dorénavant nous supposons que M est générique (i.e. dim D = codim M)
et soient

Bp=1{X,,...X,}, dmD=p, By ={X,,y,..., Xps,}, dimD' =g,

deux bases locales orthonormées des distributions D et D*.

PROPOSITION 1. Toute sous-variété semi-invariante générique d'une variété
riemannienne local produit est D*-géodésique.

En effet, de (1) et de (6) on déduit

(7) g(h(Xa X), FXi) = _g(Q(AFXX)9 X:‘)
pour tous XeD' et X;e#,.. Mais on sait que (voir [1])
(8) AFX Y+ApyX = O, X, YGD'L,'

et alors de (7) on obtient h(X, X) = 0, car M est générique. Notre affirmation
résulte a présent de la symétrie de h.

Pour tout champ normal 7ie TM* nous pouvons considérer la variation
normale ¥(i) de M dans M, qui, dans le cas d’une variété minimale et
compacte, est donnée par la formule [6]

ptaq

©) v @) = [{IV*al? - ¥ R(X,, &, i, X)— 14517} aV,
M i=1

ol X,e®B,uUBp:, R est le tenseur de Riemann de M et dV est la forme de
volume sur M. .

Soit § le tenseur de Ricci de M. On a la

PROPOSITION 2. Pour toute sous-variété semi-invariante compacte, générique
et minimale M, d’'une variété riemannienne local produit, la variation normale
induite par le champ normal i est donnée par la formule
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V(@) = | {41140 +(36)* - i [R(X;, F, Fi, X)+ |h(X;, Fi)|*]
M i=1

~ ¥ X, FX), )
i

- Y FhX, X), )-8a, @)} av,
f=:)ill',;+q

ou 0 est la 1-forme associée au champ vectoriel Fii et R est le tenseur de Riemann
sur M.

Démonstration. En utilisant la définition de | 4,|, on montre par
calcul que pour tout XeD! on a

p

(10) Y X, X2+ Y g2 (Aex X X)) = | 4rxll®.
i=1 i=1,p
j=1,p+q

D’autre part de (5), (8) et de (10) il résulte

(11) Iwxi2—IQrx|>= 3 g¢*(hX, FX), FX).
i=1,p+q
i=1,p

De (1) et de (2) on déduit
(12) R(Xx,, FX,FX,X)=R(FX, X, X, FX).

Enfin, de I’équation de Gauss, de (12) et par application de la proposition 1, on
obtient

ptq

(13) Y R(x, FX,' FX,X)=8X, X)-5(X, X)+ f R(X, X, X, X)
i=1 i=1

P
-2 X, X)1>.
i=1
De (10){13) et en tenant compte de ’égalité connue (v. par exemple [3], p. 5‘1)

J{8&X, X)+ 17X |1>—%1d0]|>—(66)*} dV =0,
M
on obtient la formule annongée.
Rappelons que la sous-variété M est dite stable si
v"(@#) =0

pour tout champ normal 7 ([3], p. 9). Nous pouvons énoncer le
THEOREME 1. Soit M une sous-variété semi-invariante générique compacte

7 — Colloquium Mathematicum LVIIL.2



256 G. PITIS

et totalement géodésique d'une variété riemannienne local produit. Si $(X, X) <0
pour tout X e D*, alors M est stable.

En effet, M étant totalement géodésique, de I'équation de Codazzi il résulte
(14) R(DY, D, D+, D)=0

et il suffit d’appliquer la proposition 2.

Supposons que M a la courbure sectionnelle constante. Si M est
totalement géodésique, elle a la méme courbure sectionnelle. En tenant compte
de (14) on a la

CONSEQUENCE 1. Dans une variété riemannienne local produit plate toute
sous-variété semi-invariante compacte, générique et totalement géodésique est
plate et stable.

3. ExeMpLES. Soient M et N deux variétés parallélisables compactes de
dimensions m, resp. n, et considérons la variété produit

M=M,xM,xM,, M,=M, M,=M,=N.

Désignons par {U,, ..., U,}, {V,, ..., V,} deux familles de champs de vecteurs,
parallélisant les variéteés M, N et soient g,, g, les métriques riemanniennes
correspondantes

g,(U,;, Uj) =0dij, 92(Vo, Vi) = Op.
En utilisant les projecteurs n;: M->M »» 1 =1, 2,3, on obtient une parallélisa-
tion {X,, Y,, Z,} de la variété M telle que
MX,=U, mY,=V, mZ=V,

la métrique produit sur M étant donné par

3
(15) g(X,Y)= Y g(n¥ X, n}Y), g,=g,,

i=1
pour tous X et Y tangents a M.
On vérifie aisément que
(16) FX)=X;, F(Y)=Y, FZ)=-2,

définit une structure presque produit métrique sur M. De plus, en tenant
compte du type de la métrique (15), on trouve la connexion de Levi-Civita
associée et on déduit par calculs que M est local produit.

Soit D la distribution engendrée par {X;}, ;- et D* celle engendrée par

{Y,+Z,},15 Ces deux distributions, définies sur M, vérifient les conditions
(17) FD=D, D*1D, FD'1D, FD*L1D*

et FD' est engendrée par les champs de vecteurs {Y,—Z,}i5. Dautre part,
D@® D" est intégrable, donc il résulte de (17) que toute variété intégrale
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maximale M est semi-invariante et générique. Les distributions D, D* sont elles
aussi intégrables, donc on déduit de [1] (theorems 2 et 4) et de la proposition
1 que M est totalement géodésique.

En utilisant la définition des distributions D, FD* et (14) on a SX,Xx)=0
pour tout X eD*. Du théoréme 1 résulte alors la suivante

PROPOSITION. 3. Toute variété intégrale maximale compacte de la distribu-
tion intégrable D@ D* est stable.

Remarque. D’aprés un résultat de Palais [4], l1a condition qu’une variété
intégrale maximale de la distribution D@ D' soit compacte est vérifiée, par
exemple, si D@ D' est réguliére.

Comme cas particuliers des résultats précédents nous pouvons citer:

A. Le tore T? = S! x S! est stable dans le tore T3 = S* x S! x S!, muni de
la structure riemannienne local produit donnée par (15) et (16), en tant que
sous-variété semi-invariante.

B. Posons M =S!, N =S3 1l est bien connu que la sphére S* est
parallélisable et on a

Mais alors les générateurs de la distribution D! vérifient des conditions
analogues et en utilisant la proposition 3 il résulte que
S! x S est stable dans la variété riemannienne local produit S x $3 x S3.
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