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Introduction. La théorie de Roth comporte deux parties essentielle-
ment différentes: le lemme de Roth, qui concerne le comportement d’un
polyndéme a coefficients entiers en des points rationnels, et 1a construction
d’un polynéme & coefficients entiers A (x,,...,x,) dont les coefficients
ne sont ,,pas trop grands” at qui s’annule &4 un ordre ,,trés élevé’’ au point
(& ..., &), ou & est un nombre algébrique donné.

Le lemme de Roth n’a pas encore été amélioré de facon significative.
La construction du polynéme A utilise un lemme combinatoire di a
Schneider [5] dont voici 1’énoncé:

LEMME DE SCHNEIDER. Soient 7y, ..., 7, des entiers positifs et soit s
un nombre positif. Le nombre N de m-uples d’entiers (i,, ..., i,,) satisfaisant

(1) 0< 4, <y veey 0L, <1,
et
iy T 1
(2) —+...—l——<m(——s)
7, Tm 2
vérifie Uinégalité
) ¥< 2 (b))
—(r R (% .
S sVm o

La démonstration de ce lemme peut se faire par récurrence sur m.
Ce résultat a été amélioré par G. C. H. Reuter (cf. [2], p. 163-166). La
méthode de Reuter est trés ingénieuse, elle consiste essentiellement 2
pondérer les points &4 coordonnées entiéres du domaine (1) de telle sorte
que la plus grande partie de la masse totale soit portée par les points qui
vérifient

1 im (1 ) 1 . (1 )
— ...+ — < m|—-—s ou — 4.+ —Z=m|—+3s]).
T, Tm 2 2

7'1 Tm
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Cette méthode fournit la majoration
(4) N<(r+1) ... (rp+1)e™,

ce qui améliore 1’'inégalité (3).

En utilisant le théoréme de Esseen (voir ci-dessous), qui précise le
théoreme central-limite de la théorie des probabilités, nous obtenons
Pencadrement

N 1 [ % 32
® DD Vz_wm,lmexl)(—?)dt*'gn/_m—;'

Ceci fournit la valeur approchée de N et la meilleure majoration
possible de N.

Cette estimation de N nous permettra d’améliorer les résultats de
[3] (ou [4]) qui généralisaient un théoreme de Cugiani-Mahler (cf. [2],
p. 169-180). Dans cette partie, nous suivrons de tres pres les démon-
strations de 1’ouvrage de Mahler [2] dont nous conservons les notations
afin de faciliter la tdche du lecteur. Pour plus de détails, consulter le
livre de Mahler.

1. Un lemme combinatoire. Enoncons tout d’abord le théoréme de
Esseen.

THEOREBME ([1], p. 544). Soient X,,..., X,, des variables aléatoires
centrées, indépendantes de moments d’ordre deux et trois, notés respective-
ment:

E(Xi) =02, E(X)})=o0x, k=1,...,m.
Soit la variable aléatoire
1
S
Soit F la fonction de répartition de X, définie pour tout x par la formule

F(x) = Prob(X < ).

X = (Xi4...+X,,), ob S =ai+...+0%.

Alors, pour tout x, on a Dinégalité

P (@) (@) < 6 BTt lm

3 H
S
o

z

1_ f ey,
1/27'::

— 00

N (x) =

Rappelons le probléme combinatoire qui nous intéresse.
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Soient 7,,...,7, des entiers positifs et soit s un nombre positif.
Nous cherchons une estimation du nombre N (s) d’entiers (¢yy..., %)
qui vérifient les inégalités (1), et (2). Remarquons que l'inégalité (2) peut
se mettre sous la forme

(i, 1
(2") E ———)g—-sm.
2
h=1

Ceci améne a considérer les variables aléatoires X,, X,,..., X,,
réparties uniformément aux points respectifs

i, 1 )

— —— avee 0, <y,
ry 2

iy 1 .

— —— avee 01, <7y,
Ty 2

Um 1 . .

— —— avec 01, <7,
Tm 2

Il est clair que les variables aléatoires X, sont centrées et que leurs
moments respectifs sont donnés par les formules

T™h ‘
. 2(@ 1)2 1
Op = —_—
“md \ Ty 2/ rm+1
1 [rh(rh+1)(2rh+1) _ (1) n r,,-{—l]
rp+1 6r; 27, 4
_ 2r+1 1 rp+2
6y 4 12,
et
Th
2 ) 13 1
or = —— .
i | T 2| r+1
Il en résultent aussitéot les inégalités
™h
1 1 1
6 < Z_ .
( ) 9h\i=0 81‘h+1 8

De plus, il est clair que les variables X, sont indépendantes. Nous.

sommes donc dans le cas d’application du théoreme de Esseen, d’ou
Pinégalité

i, 1 | Lt om
(7) ‘Prob(z (i——)gxsm)—m(w)\g 6(e +S';‘,.+Q )
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Remarquons que 8,, vérifie P’'inégalité

m
m Y 1 m
8 82 = — —_—=
(®) 12 +h=1 67,

12°

En utilisant (6) et (8), ’inégalité (7) conduit & la majoration

m
) 1 6 32
Prob (2 (—7i — —) < wSm) —N(2)| < — < —.
aed \ 1) 2 8:127Vm ~ Vm

D’autre part, les conditions (1) et (2') montrent qu’on a la relation

(10) Prob (Zm: (:_h — _;_) < wSm) _ M —?m/m) ’
h

(9)

h=1

own K = (r,+1)...(r,+1).

L’inégalité (9) fournit 1’estimation cherchée, a savoir:

1) ‘ N{s) ./V( m)' < 2
K Sull ™ Ven
On en déduit, en particulier, la majoration
—8m 32
(12) N(s)<K(/V( ) + )
' h Sm %
Par la transformation (¢,, ...y ¢,,) = (1 — %1y ++ .y Ty — i) SUr ’ensemble
des m-uples (%, ..., %,) vérifiant (1), les m-uples qui vérifient
N
7y 2

k=1
et ceux qui vérifient

> (5
St
Ty 2
h=1
s’échangent mutuellement, on a donc la relation
N@$)+N(—s) =K.

Ceci permet de se limiter au cas ou s est positif. Dans ce cas, puisque A~
est une fonction croissante, pour tout majorant S de §, on a l'inégalité

)2

(12') N(s) < K(m(
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La formule
m = 1
Sz = -
m=1g T Z 67,
h=1

montre que, pour tout r,,...,7,, on a l’inégalité

m
m 31 m
1 P L — §_=_
(3) Sm\12+h=l6 4’

et que, pour tout ¢ positif donné, on a I'inégalité

. m
(14) Sn<(1+¢) 1z

pourvu que les 7, vérifient les inégalités

\
bl
I
=
s

7‘;,>—,

On peut aussi majorer .4 (x), pour x négatif, de la fagon suivante.
On a posé

N (x) = V;__ fexp(—%)dt.

Par le changement de variable ¢— 2 —1¢, on obtient les formules

2

N (x) = '/;__f exp(— (m_;t) )dt =exp(—%2)-'/71_-f exp(tm—%)dt.
T T o

Comme & est négatif sur l'intervalle d’intégration, € est au plus
égal & 1, d’oi la majoration

(15) .A/(w)gexp(—_a;_a)- '/;_ f eXp(—t?)dt _ exp(;aﬂ/z).
T 0

Si § désigne un majorant de 8,,, on a donc pour s positif 1’inégalité

mzsz) 64)
28 ) " V)"

L’inégalité (13) montre alors que, pour tout r,, ..., r,, on a la majo-
ration

K 64
(17) N(s)<— (exp( —2ms?) 4 -]/—_-)

K
(16) N (8) <.?(exp(—

~ m

8 — Colloquium Mathematicum XXX.1



114 M. MIGNOTTE

En utilisant (14) et (16), on voit que, si les r, vérifient r, > 2/e
(h =1,...,m), on a Pinégalité

K 6ms? 64
(18) N(s)<?(exp(—1+£)+m).

Résumons les résultats obtenus:

LeMME 1. Soient r,. ..., r,, des entiers positifs et soit 8 un réel positif.
Soit N (8) le nombre de m-uples (iy, ..., 10,) qui vérifient les inégalités (1)
et (2), ou, ce qui revient au méme, le nombre de m-uples qui vérifient les
inégalités (1) et

2" UL B (1 +s)m
Tt 213 .
Alors, on a Vencadrement
N(s) 1 [ % 32
(19) —— f exp(——)dtlg——
(rn+1) ... (rmt1)  Vom o 2 Vm’
m
m 51
\ Sz —_ .
o m=1g " 67,
h=1
En particulier, on a toujours la majoration
1 64
(20) NE)<L=(ry+1)... (ryp,+1) (exp( — 2ms?) 4 —)
2 Vm
De plus, pour tout ¢ positif fixé, on a Vinégalité
1 6ms? 64
(21) N(s)< 5 (n+1)... (rm+1)(exp(— 1+8)+ m)

dés que les r, vérifient les imégalités

2
Th>?, h=1,..-,m.

2. Construction du polynéme d’approximation. Auparavant, rappe-
lons deux définitions. Si A est un polynéme & coefficients entiers, soit

on appelle hauteur de A, et on note |A|, la quantité max|a; il e

Soit £ un nombre algébrique de degré f. A & correspond un seul polynéme
a coefficients entiers de degré f, soit

F(z) = F, X' +...+ Fy,
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tel que F, soit positif et que les F, soient premiers enfre eux dans leur
ensemble. On appelle hauteur de &, la hauteur du polynéme F.
Nous pouvons maintenant énoncer le

LEMME 2. On conserve les notations du lemme 1. Soit & un mombre
algébrique de degré f. Supposons que s vérifie la condition

(ri+1)... (rn+1)
(L+e)f+2 7
ol & est un nombre réel positif donné. Alors, il existe une constante ¢, qui

ne dépend que de ¢ et de la hauteur de &, telle qu’il existe un polyndéme non
nul & coefficients entiers,

A = Z 2 ail...imxil---xjfz"’

0<ii<rp  0<ip <ty

N(s) <

qui posséde les propriétés suivantes:
1. |A~l < cr1+...+1'm.

2. Si les indices 1,, ..., 1, vérifient Dinégalité

m .
2 w_ L) sm
rn 2|77

h=1

alors a; ; est nul.

3. Pour tout m-uple (jyy ...y)m) tel que

m
. . ] 1
0N/ <ry,, ooy 0y, <1, Zl'ig(——s)m,
T 2
h=1
on a
A;(E,...,8) =0,
ol A; désigne le polynéme a coefficients entiers
1 aj]+-..+jm
Jilee jm! 0X0 .. 0XIp°

4. En tout point (,,...,2,), on a

Aj=

|4 (1) ooy @p)| < T FTm(L - |21 (1 || ) 0

Démonstration. Soit a un entier positif qui sera fixé ultérieurement.
Considérons I’ensemble des polynémes du type

B(Xyy ooy X)) = D o > by i X Xim

0<ii<ry 0<i,y,<r,,

de hauteur au plus égale & a, & coefficients entiers positifs ou nuls, et qui
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vérifient de plus b; ; = 0 pour tout multi-indice pour lequel on a
Pégalité

m .,
W 1”& 1
z — ——) | =sm
7 2
h=1

D’aprés le choix de s, cette derniére condition impose ’annulation
d’au plus

_—(r,+1) ... (r,+1

Tra7s it tnt D)

coefficients b; . ; .

Il y a donc au moins
M = (a+ 1)(1+e)f((1+e)f+2)—1(r1+1)...(rm+1)
polynémes B.
On voit facilement que les polynémes B;(X, X, ..., X) ont leurs

*
coefficients majorés en module par a-2"1%+"m, Pour tout = (J1seeesim)
il est clair qu’il existe des entiers BY tels que

F15eees J'.m X E) ZB(J)EG’

On démontre facilement que les BY) sont majorés en module par
aci1tt™m ol ¢, est une constante qui ne dépend que de la hauteur de &.
Considérons j vérifiant les inégalités

(22) 0<y, <y, ceny 0<Jm < 7Tm, ?jh (—2——8)’m.

D’aprés le choix de s, il y a au plus

m(”ﬁ-l) oo (P +1)

valeurs de j possibles.
Le nombre de valeurs distinctes B;(¢, ..., £) est donc au plus égal &

M* = (acil'1+...+r.m)(r]+l)...(rm+1)f((l+s)f+2)—1.

Il suffit de choisir a égal & d+V--Em™0™! pour que M soit stricte-
ment supérieur & M *; autrement dit, il existe alors deux polynémes B
et B distincts tels que, pour tout j vérifiant les inégalités (22), on ait

BY = B) pour p =0,1,...,f—1.

11 est alors facile de vérifier que le polynéme A — B— B vérifie les
propriétés énoncés dans le lemme. (La démonstration différe peu de celle
de Mahler, voir [2], p. 101-105.)
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3. Une généralisation d’un théoréme de Cugiani-Mahler. Enongons
d’abord le résultat que nous nous proposons de démontrer:

THEOREME 1. Soit & un nombre algébrique réel mon nul de degré f.
Soient ¢’ et g’ deux entiers > 2 premiers entre euw; sotent A, u deux réels
qui vérifient les imégalités

0<i<1, 0<u<1l e A+u>0.

Soient ¢,, ¢,, c; des constantes positives. On pose, pour n positif fixé,

e(H) = a(log log log H)™'2,

f+2
2

1/2
@ = 4(1og( )(log 2)(1+77)/6) .

On suppose qu’il existe une suite X de rationnels distincts K® qui
vérifient les conditions

KW — = __ avee (P(h), Q(h)) =1, H® — max (P(h)’ Q(h)) > exp(e)’

tels que pour tout h on ait les inégalités

BE® _ &) < ey H(h))—(1+u+s(H(h>))
et
PP < 6o (HPY Y, 1M < e (AP

Alors, 8t o est un réel qui vérifie 1 < o < 2", on a

log H*+Y

o0 SUP e e =

Remarques. 1. Dans son ouvrage [2], Mahler démontre un théoréme

un peu moins fort oit a est remplacé par 5Vlog 4f et ol o est égal a 1.
Dans [4], on trouve le théoréme 1 & ceci prés que a est remplacé par

o' = allog(f+2)/log(f+2)/2)"

(donc a’ > a).

2. La démonstration du théoreme 1 utilise I’inégalité (21) du lemme 1.
En utilisant P’estimation (19), on peut, quitte & compliquer encore un
peu plus I’énoncé du théoreme 1, améliorer la valeur de a en fonction
de f en remplagant a par 4(flog2(1-+7))"% oh f vérifie A (—V128)
=2+ -

Démonstration du théoréme. La démonstration ressemble beau-
coup & celle du théoreme 1 de Mahler ([2], p. 169). Elle consiste & reprendre
la démonstration du théoréme 1 de [4], mais en utilisant le lemme 1 du
présent article, au lieu du lemme 3 de [4].
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En utilisant le théoréeme 1 (cf. [2], p. 169), Mahler démontre le résultat
suivant:

THEOREME. Soit p un nombre premier et q un entier tel que p > q > 2.
Soit N = (n, n®, n®, ...) une suite strictement croissante d’entiers positifs,
tels que

p\" 10nlog p .
®) H(?) < exP(_ (log log n)"z) el
o || || désigne la distance a Uentier le plus proche.
Alors
. n®+D
(b) llnl:—fgpw = o0,

Dans [4], nous avons démontré un théoréme analogue ou la condi-
tion (a) était remplacée par

£ n
(a.1) “(q)

ou

6nlog p
(log log n)%?)’

<exp(—

0 =4(10{,»:310g2

‘ 1/2
5 (1—}-17)) y >0, sineN,

et ou la conclusion (b) était remplacée par

(b.1) lim———r = o0, 81K p<2"

Si on reprend la démonstration du théoréme précédent de Mahler,
mais en utilisant le théoréme 1, amélioré de plus par la remarque 2, on
obtient le résultat suivant:

THEOREME 2. Les notalions étant les mémes que dans le théoréme de
Mahler ci-dessus, si on suppose que pour tout ne N, on a

pﬂ
2) I1—
e« |f3)

alors la suite N wvérifie la condition

6'nlog p
< —_——
exp( (log log n)"?

), o 6" = 0,43(1419)"2, 9> 0,

nE+D

(b.2) lim sup(Tk))F = oo pour tout o tel que 1< o< 2",

.On peut remarquer que, dans la condition (a.1), 6 a pour valeur
approchée 6 ~ 1,4(1+5)'~.
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