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0. Introduction. Soit A un anneau commutatif unitaire d’intégrité
et K son corps des fractions. On suppose que A # K. Les sous-A-modules
non nuls de K forment un systéme fondamental de voisinages de zéro
pour une topologie A-linéaire sur K, notée 7',, compatible avec la struc-
ture d’anneau de K, séparée et non discréte. De plus, 7', est compatible
avec la structure de corps de K si et seulement si Rad(4) # (0) ([1],
chapitre 6, exercice 1, §5).

Soit X, ’ensemble des idéaux premiers non nuls de A. Pour tout
p € X,, la topologie T 4, Sera notée abusivement T, et appelée topologic
p-adique.

On désigne par 7 (A) I’ensemble des topologies A-linéaires sur K,
compatibles avec sa structure de corps, séparées et non discrétes, et on
dit que A posseéde la propriété de la borne supérieure, si toute topologio
de 7 (A) est la borne supérieure d’une famille de topologies p-adiques.

E. Correl a démontré [3] qu'un anneau principal posséde la propriété
de la borne supérieure.

A. Jebli a montré [6] qu’un anneau de Dedekind posséde la propriété
de la borne supérieure. .

W. Wieslaw a démontré (thése de doctorat) le méme résultat indé-
pendamment de A. Jebli et a posé un probléme en disant qu’il serait
intéressant de trouver une autre classe d’anneaux possédant la propriété
de la borne supérieure. A. Jebli a caracterisé ensuite les anneaux noethé-
riens possédant cette propriété et a posé le probléme analogue suivant:
quels sont les anneaux de Priifer de dimension 1 qui possédent la propriété
de la borne supérieure?

Nous donnons, dans ce travail, une solution & ces deux problémes.

Nous introduisons en outre la condition suivante:

Pour tout p e X, et tout zep on a

Q a"4, = (0),

ce qui permet d’avoir des renseignements sur les topologies p-adiques.



172 ’ .D. ABOUABDILEAH

Nous introduisons également la notion d’anneaux topologiquement
priifériens dont nous donnons quelques propriétés.

1. Anneaux topologiquement priifériens. On dit qu’une topologie
T € J (A) est une topologie de valuation, 8’il existe un anneau de valuation V
pour K tel que T =T.

Rappelons la définition suivante:

On dit que A est un anneau priférien si, pour tout p € X,, A, est
un anneau de valuation.

Introduisons par analogie la définition suivante:

1.1. Définition. On dit que A est topologiquement priiférien si
toute topologie p-adique est une topologie de valuation.

1.2. LEMME. Soit T € 7 (4). 8l existe un sous-A-module M de K
ouvert pour T et un p € X, tels que

(1) T, soit une topologie de valuation,

(2 ) Mp ;é K?
alors T, est moins fine que T.

Preuve. Soit V un anneau de valuation (pour K) tel que '), = T',.
1l existe y e K* tel que yV = A, donc yVM, = M,.

Soit # e K —M,,. Alors #V ¢ yV M, donc yV M, = 2V, car les sous-
V-modules de K sont totalement ordonnés. Par conséquent yM < 2V,
ce qui montre que 7', est moins fine que 7.

Rappelons qu'un anneau A est dit h-semi-local si tout idéal # (0)
est contenu seulement dans un nombre fini d’idéaux maximaux.

1.3. THEORBME. Soit A un anneau topologiquement priférien. Si A
est h-semi-local, alors il posséde la propriété de la borne supérieure.

Preuve. Soit T € 7 (A) et M # K un sous-A-module de K ouvert
pour 7. L’application K xK* —~ K: (z,y) > 2y~' est continue en (0, 1),
donc il existe un sous-A-module N de K, ouvert pour T tel que N (I + N)~!
< M. On peut supposer &/, = NnA # A. Soit (m;),; la famille non
vide des idéaux maximaux contenant . Montrons que (N, c M.

tel
Soit y € (\N,,,. Pour tout ¢ I il existe ;€ N, s, € A —m,; tels que
tel
Y = y/s;. L’idéal <7+ N As; n’est contenu dans aucun idéal maximal,
el

donc il est égal & A, donc il existe

aeAdy, §= Zaisi € ZAsi

tel’ tel’

(I' étant une partie finie de I) tels que 1 = a-s. Nous avons

y= Y azlYas, = Yaz/l—a)e N1+N)"'c M.

iel’ tel’ tel’
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Donc il existe ¢ € I tel que N,, # K. Par suite, T, est moins fine
que T (lemme 1.2). SoitJ = {¢ € I/N,, # K}. I’ensemble J est non vide et

nous avons encore [ ) Npn;, = M. Ceci montre que, lorsque I est fini,
ieJ

M est ouvert pour supZ,, ou 4 est I’ensemble des idéaux maximaux
med

m tels que T,, soit moins fine que T, d’ol le théoréme.

Remarque. Si A est un anneau de Prﬁfer, la condition ,4 est
h-semi-local” peut étre remplacée par la condition plus faible: ,pour
toute famille (m;),; d’idéaux maximaux tels que (1) m; # (0), il existe

iel .

une famille finie (p;);; d’idéaux premiers non nuls tels que p; = m;
pour tout ¢2e€I” ou, ce qui revient au méme, ,toute intersection non
nulle d’idéaux maximaux contient une intersection finie d’idéaux premiers
non nuls”.

En voici la preuve. Dans la démonstration du théoréme précédent
nous avons

(0) # oy ()m

Soit (p,;);c; une famille finie d’idéaux premiers non nuls tels que
pour tout i ed, p; = my, on a pAd, < mA,, d’ou
I xpidp, < (\AwmApy, < (\Np, = M.
teJ 1eJ 1eJ
Or le lemme suivant (un résultat connu) montre que Ty, = T,
pour tout ¢ €J, et ceci permet de conclure.

1.4. LEMME. 85 V est un anneaw de valuation pour K, T, est un élé-
ment minimal dans Vensemble des topologies linéaires séparées et compatibles
avec la structure d’anneau de K.

Preuve. Soit T une topologie linéaire séparée, compatible avec
la structure d’anneau de K, et moins fine que T,. Si M # K est un sous-
groupe additif de K ouvert pour 7T, il existe un sous-groupe additif N
de K, ouvert pour 7 tel que M > NN et il existe # € K* tel que N o V.
On a M > gNV, donc NV est un sous-V-module de K, distinct de K.
Soit ye K—NV. On a NV < yV, car yV ¢ NV, donc N < yV et, par
suite, la topologie 7', est moins fine que 7.

1.5. PROPOSITION. Si A est topologiquement priiférien, tout sur-anneau
de A contenu dans K est topologiquement priiférien.

Preuve. Soit B un sur-anneau de A contenu dans K. Si p’ est un

idéal premier non nul de B, p =p'nA e X, et Tg, =T, en vertu du
lemme 1.4.

1.6. THEOREME. Soit A un anneau topologiquement priiférien. 8i A
possede la propriété de la borme supérieure, alors tout sur-anneau de A
contenu dans K la posséde.
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Preuve. Si T € 7 (B), alors T € 7 (4), donc il existe une famille
(P,);er A’616ments de X, telle que

T = sup.’l'
i€l

Pour tout ¢ eI posons §; = A—p;. On a d’une part, 4, < 8;'B,
d’autre part, Am est ouvert pour T, donc il existe un sous-B-module M,
de K ouvert pour T tel que 4, > M,.

Si o, € M;—(0), 4,, > #,B, donc A . > @87 'B et, par suite, il existe
un idéal premier non nul P; de B tel que S; 1B < B,;, done 4, < B, et,

par suite, TBp._ est moins fine que 7, , done TBpi = T 0g (lemme 1.4), d’oﬂ

T =supT
zt? Bp
Désignons par X, I’ensemble des idéaux premiers de hauteur 1 de A,
et par ¥", 'ensemble des anneaux de valuation de hauteur 1 contenant A.
Pour tout anneau de valuation V on désigne par my I'idéal maximal de V.

"1.7. PROPOSITION. St A est topologiquement priiférien, alors Uapplica-
tion V —mpnA est une bijection de ¥, sur X,.

Preuve. Si V €77, montrons que p =mpynA4d e€X,. Si q est un
idéal premier non nul de A contenu dans p, on a 4, < 4,. Soit W un
anneau de valuation contenant 4,. On a Ty, =Ty, V et W sont alors
dépendants donc W < V, par suite A, = V. Donc il existe un idéal premier
non nul ¢’ de A contenu dans ¢ tel que my;nA4, = q'4,. On en déduit
que mynA =¢q', dou ¢ = q = p, donc p est de hauteur 1.

Réciproquement, si p € X;, A, est local de dimension 1, donc il
est dominé par un anneau de valuation V de hauteur 1. Comme T, est
une topologie de valuation, V est ’'unique anneau de valuation de hauteur 1
contenant A4,. Ceci permet de conclure.

Pour tout anneau 4, posons

NY si ¥, #0,

A’ = Vey';

et notons que, lorsque A est topologiquement priiférien, A’ # K si et
seulement si X, # .

1.8. THEOREME. 8¢ A est topologiquement priiférien h-semi-local, et
X, # 09, alors:
(i) A’ est un anneau de Priifer h-semi-local de dimension 1.
(ii) L’application m —mnA est une bijection de Spect(A’')—(0)
sur X,.
(iii) 87 en plus tout idéal maximal contient un idéal premier de hauteur 1,
alors A’ coincide avec la quasi-cloture intégrale de A.
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Preuve. Remarquons d’abord que, pour tout x e K* il n’existe
qu’un nombre fini d’anneaux de valuation V € ¥"; tels que # ¢ V. En effet,
il existe a, b € A tels que x = a/b. Soient m,, ..., m, les idéaux maximaux
de A contenant b. Si V € ¥, est tel que T, # Ty, pour tout ¢ =1, ..., n,
posons p = mpnA. On a p ¢ m; pour tout ¢; sinon on aurait 7, = T,
Soit m un idéal maximal contenant p. On a m # m; pour tout 4, done
b¢m, donc b ¢p et, par suite, a/be 4,, Aot x €V, ce qui permet de
conclure. ‘

(i) Soit p’ un idéal premier non nul de A’ d’aprés (1.5) et (1.7); il
existe un unique anneau de valuation V € %", tel que 4, = V. Montrons
que A;, = V.Soitze Vet V,,...,, V, ’ensemble des anneaux de valuation
de hauteur 1 ne contenant pas . Pour tout ¢ on a (4’'—p') ‘¢ Vy;
sinon on aurait A, c V,, ce qui est faux. Il existe donc s;e A'—p’
tel que s;' ¢ V,; comme V, est complétement intégralement clés, on a

ﬂs? Vi = (0),

n
il existe donc un entier k; tel que z~! ¢ sf"V,.. Posons 8 = 5.1 ... s’;”. On a
sx eV, pour tout < =1,...,n, par conséquent sx €V pour V e¥,,
donc sz € A’, donc x € A,.. On conclut que A’ est un anneau de Priifer
de dimension 1.

Montrons que A’ est h-semi-local. Soit x € A’ —(0). Si m’ est un idéal
maximal de A', A,,. € ¥, donc x € m’ équivaut 4 ' ¢ A, ., et la remarque
précédente permet de conclure. -

(ii) résulte immédiatement de la proposition (1.7).

(iii) On voit immédiatement que la quasi-cloture intégrale de A est
contenue dans A’.

Réciproquement, si z € A’ —(0), il existe a, b € A —(0) tels que x = a/b.
Soient m,, ..., m, les idéaux maximaux de A contenant b et V,,..., V,
les anneaux de valuation de ¥, tels que T'y, = T, . Il existe ¢; € 4 —(0)
tels que ¢;V; <= A, :

Soit ¢ = ¢, ...¢,. On a, pour tout+ =1, ..., n et pour tout entier %,
cxk e Ay, Si m est un idéal maximal de 4 distinct des m;, alors b ¢ m,
done z = a/b € A,, et, par suite, cx* € A,, pour tout idéal maximal m,
done ca* € A, donc = est quasi-entier sur A.

2. La condition (*).
2.1. TakorEME. Soient p, g € X,. Pour que T,, soit moins fine que T,
3l faut et il suffit que
() =4, #(0).
z=p—q
Preuve. Nécessité. SiT, = T, il existea € A —(0) tel que 4, > a4,

donc a/z € A, pour tout x € p—q, donc a e (") z4,.
zep—q
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Suffisance. Soit
ae () v4,.
xEP—q
Alors 4, > ad,. En effet, si y = aa/sead, avec a € A, se€ A —q,

on a
() 24, < 84,

TEP—Q
donc il existe fe A, tel que a = fs, d’ou y =af € 4,.

2.2. COROLLAIRE. Les deux conditions suivantes sont équivalentes:
(a) L’application n: X, - T (A) (p — T,) est injective.
(b) Pour tout p, qe X,, p #+¢q, on a

N #4, =(0) ou () =4, =(0).

TEP—AQ zeg—-p

2.3. COROLLAIRE. On suppose que A vérifie la condition suivante:
(*) Pour tout p € X, et tout x € p,

Mz"4, = (0).

Alors, pour tout p,qe X, tels que T, T,, on a p c gq.
En particulier, Vapplication 7 est imjective.

2.4. Exemples d’anneaux vérifiant la condition (x):

(1) Les anneaux noethériens et, plus généralement, les anneaux
localement noethériens et les anneaux fortement laskériens ([1], chapitre 4,
exercices 28 et 29).

(2) Les anneaux A tels que A, soit complétement intégralement
clos pour tout p € X, (tels sont les anneaux de Krull et, plus généralement,
les anneaux de caractére fini et de type réel).

(3) Les anneaux de dimension 1 (en effet, si A est de dimension 1,
alors, pour tout p € X,, 4, est dominé par un anneau de valuation de
hauteur 1, ce dernier étant completement intégralement clos).

Remarque. Si 8§ est une partie multiplicative de A et si A vérifie
la condition (*), alors 8~'4 la vérifie aussi.

Rappelons que pour toute partie multiplicative 8 de A il existe une
partie multiplicative saturée S8* de A telle que 8—'4 = 8*~'4 ([1], chapi-
tre 2, § 2, exercice 1).

La topologie T _,:, (resp. TS™'4 ([6], proposition 0.6)) sera notée
Tg (resp. TS). n

Notons que si 8§ = (") (4 —p;) (p; € X,), alors

=1

TS = Sllp Tpi.
i
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2.5. THEOREME. On suppose que A vérifie la condition (x). Soient 8
et 8’ deux parties multiplicatives de A. 8i Tgc Ty ou T° < TS, alors
S™* < 8*.

Preuve. Montrons que si 7% <= TS, alors 8’* < 8*. On se rameéne
aussitét au cas ou § et 8’ sont saturées.

Supposons que S'¢ 8 et 8 e S’ —8. Si

8 = r) (A—p) (pieX,),
il existe ¢ € I tel que 8’ € p,. Comme S~'A /(14’87 'A) est ouvert pour 75,
il est aussi ouvert pour T% et, a fortiori, pour T . Donc il existe # € A —(0)
tel que

S4/(1L+8'8"'4) > 28’4,

ainsi /s e §7'4/(1+s'87'4) = 4,,, donc
ze()s"4,
n
contrairement au fait que A vérifie la condition (*).
La deuxiéme partie de ’assertion se démontre d’'une maniére analogue.

2.6. COROLLATRE. On suppose que A vérifie la condition (x). Soient

(Pi)icr une famille d’éléments de X, et S = () (A —p;). Les conditions
suivantes sont équivalentes: iel

(a) Ty = supri.
?
(b) supT, est localement bornée.

(c) Il existe des élémeénts (q;);_.,..., maximaux parmi les p;, tels que
chaque p; soit contenu dans Uun des g;.

Preuve. (a) = (b) et (c) = (a) étant évidentes, montrons que
(b) = (¢). En effet, il existe une partie finie J de I telle que

1eJ
([2], exercice 20), done, si ke I —J,

Upi = (U P:) P
ieJ ieJ

supT,, = SI:Ip T,
1

(théoréme 2.5), donc p; est contenu dans I'un des p; pour ¢ €J, ce qui
permet de conclure.

2.7. COROLLAIRE. Soit A un anneau vérifiant la condition (*). 8i A
possede la propriété de la borne supérieure, alors, pour toute famille (P;)ier
d'idéaur premiers tels que () p;, # (0), il existe ¢,,...,q, € X, tels que

1el

(i) U »; =1=QQJ'

el

En particulier, A est h-semi-local.



Preuve. Posons
8 = ﬂI (4—p,);
Tge T (A), car Rad(S~'4) # (0). Comme Ty est localement bornée, il
existe ¢y, ..., g, € Xy tels que Tg = sup(T,, ..., an) ([2], exercice 20).

Or sup(T,, ..., T,,) coincide avec T, ol 8’ =) (4 —g;), doncS = §’
i=1

(théoreme 2.5), d’ou (i). Ainsi, pour tout ¢ € I, p, est contenu dans I'un
des g¢;. Done, si les p; étaient tous maximaux, ils seraient en nombre fini.

2.8. LEMME. Soit A un anneau de dimension 1. On suppose que pour
tout T € T (A) il existe une topologie p-adique T, moins fine que T. Alors A
est topologiquement priiférien.

Preuve. Soit p € X,. Il existe un anneau de valuation V conte-
nant A4, et, par hypothese, il existe ¢ € X, tel que T, = T',. Ainsi, comme 4
vérifie la condition (*), on a T, c T, = T,, et comme ¢ = p, donc ¢ = p
et par suite T, = T'p.

2.9. THEOREME. Soit A un anneau de dimension 1. Il est équivalent
de dire:

(a) A posséde la propriété de la borne supérieure.

(b) A est topologiquement priiférien h-semi-local.

Preuve. (a) = (b) résulte du lemme précédent et du corollaire 2.7.
(b) = (a) résulte du théoréme 1.3.

2.10. THEOREME. Soit A un anneau de dimension 1. 8¢ A posséde
la propriété de la borne supérieure, alors tout sur-anneaw, de A contenu dans K
la possede.

Le théoréme résulte des théorémes 2.9 et 1.6.

Avec les notations du théoréme 1.8, nous avons comme corollaire
des théoréemes 2.9 et 1.8 le résultat suivant:

2.11. THEOREME. Soit A un anneau de dimension 1. Si A posséde
la propriété de la borne supérieure, alors
(i) A’ est un anneaw de Priifer h-semi-local de dimension 1;
(ii) Vapplication m’ — m'NnA est une bijection de Spect(A’) sur
Spect(4);
(iii) A’ coincide avec la quasi-cléture intégrale de A.
Nous allons maintenant aborder le cas des anneaux noethériens.

2.12. THEOREME. Pour qu’un anneau noethérien A posséde la pro-
priété de la borne supérieure il faut et il suffit qu’il soit topologiquement
priiférien.

Preuve. Nécessité. Pour tout p e X,, il existe un anneau de
valuation discréte V qui domine A, (voir [4]). A posséde la propriété
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de la borne supérieure, donc il existe g € X, tel que T, = T, (nous avons
en effet T, = T} (lemme 1.4)). Soit W un anneau de valuation discréte
dominant A,. Nous avons Ty, « T, = T, done W = V ([1], chapitre 6,
§ 7, proposition 3). V domine & la fois 4, et 4,, doncp =qet T, =T,
c.q.f.d.

Suffisance. A est de dimension 1 en vertu de la condition (*) et
du lemme 1.4. Il en résulte que A est h-semi-local et on conclut & 1’aide du
théoréeme 1.3.

2.13. Remarques.

1. Pour un anneau moethérien A il est équivalent de dire:
(a) A est topologiquement priiférien.
(b) A est de dimension 1 et, pour tout p € X, A, est de Mori unibranche.

Preuve. (a) = (b). dimA4A =1 en vertu de la condition (*) et du
lemme 1.4. Soient p € X, et B la cloture intégrale de 4 . Si g # (0) est
un idéal premier quelconque de B, _TB < T,, done TB = T D’une part,
il existe # € K* tel que 2B, = 4, et ceci montre que 4, est de Mori. D’autre
part, B est un anneau de Krull done il vérifie la condltlon (*), done il
est local.

(b) = (a) vient du fait que la cléture intégrale B de 4, est un anneau
de valuation discréte tel que T = T,,.

Nous rejoignons ainsi la caractérisation des anneaux noethériens
possédant la propriété de la borne supérieure donnée par [6]:

2. 8¢ un anneau localement noethérien posséde la propriété de la borne
supérieure, alors il est moethérien (topologiquement priiférien).

Ceci résulte immédiatement du corollaire 2.7 et de [7], Appendice,
lemme de 1’exemple 1.

2.14. THEOREME. Soient A un anneau noethérien de dimension 1 et
A’ sa cloture intégrale. Si A est de Mori, alors tout T € T (A) est borne
supérieure d’une famille de topologies p’-adiques, o p’ € Spect(4’).

Preuve. Soit T'e 7 (4). Les A'M, oi M parcourt ’ensemble des
sous-A-modules ouverts pour 7, forment encore un systéme fondamental
de voisinages de zéro pour T. En effet A’ est un A-module de type fini,
donc il existe d € A —(0) tel que dA’' = A. Si N est un sous-A-module
ouvert pour 7, dN est ouvert pour 7' et nous avons dN < A'dN < N.
Donc T est A’-linéaire, or A’ est un anneau de Dedekind, donc le théo-
réme 1.3 permet de conclure.

QUESTION. Quels sont les anneaux de Krull qui possédent la pro-
priété de la borne supérieure? (P 1239)
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