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Dans tout le texte, k> 3 et a désignent des entiers naturels fixes;
on désigne par A ’ensemble des nombres réels 4, = (n*+ a)'/%, ot n par-
court N. L’objet de la premiére partie de cette étude est de décrire 1’espace
des fonctions presque-périodiques & spectre dans A (fermeture pour la
topologie de la convergence uniforme sur R de 1’espace des sommes finies
Y a,¢**). Dans la seconde partie, on s’occupe de 1’espace plus large des
AeA

fonctions moyenne-périodiques & spectre dans A (fermeture pour la topo-

logie de la convergence uniforme sur tout compact de I’espace des sommes

finies Zale""") et ’on estime Ja croissance & l’infini de ces fonctions (thé-
Aed

oreme 2).
1. Fonctions presque-périodiques a spectre dans A.
Nous démontrerons le théoréme suivant:

THEOREME 1. A est un ensemble de Sidon discret; c’est-a-dire qu’il
existe une constante C > 0, telle que pour toute fonction presque-périodique f
a spectre dans A de série de Fourier

flz) ~ Za,e“"‘,
Aed

on ait

D) la;] < CSup |f(2)].
AeA zeR

COROLLAIRE 1. Toute fonction moyenne-périodique bornée a spectre
dans A est presque-périodique et sa série de Fourier est absolument con-
vergente.

Nous désignerons dans toute la suite par PP(A) (resp. MP(A)) I’espace
des fonctions presque-périodiques (resp. moyenne-périodiques) & , spectre
dans A.
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La démonstration du théoréme 1 utilise le lemme suivant (Y. Pour-
chet, voir [1]):

LEMME 1. Soit I Uensemble des entiers positifs non divisibles par une
puissance k-iéme d’un entier; alors la famille ¢''*, o0& q parcourt I, est Q-liné-
airement indépendante.

Pour g élément de I, on désignera par A, I’ensemble des 4 de A qui
s’écrivent sous la forme A = ¢'*j, ol je N. Nous allons voir que A* =

= |J 4, est un ensemble de Sidon, ce qui assurera que / est aussi un
gel
ensemble de Sidon. Pour cela admettons provisoirement la proposition

suivante:

PROPOSITION 1. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout qel
et pour toute fonction f de PP(A,) de série de Fourier

flz) ~ Zale‘u’
kAq

on ait
D) la;l < CSup|f(2)].
AeA zeR

Alors, si

f=21

gel

est une somme trigonométrique finie ou chaque f, a son spectre dans 4,,
on a d’aprés [1], lemme 4,

11w > = (3 1) > 1;-; ],

qel
si f s’écrit
fl@) = Y a,exp(id,z);
neN

A* est donc un ensemble de Sidon.

Démonstration de la proposition 1. On note A4, I’ensemble
des entiers j > 0 tels qu’il existe un entier naturel n; vérifiant ¢j* —nf = a.
L’ensemble 4, est fini (théoréme de Thue, cf. [6]) et sa position est décrite
par le lemme suivant dit &4 A. Blanchard:

LEMME 2. 8i j, et j, sont deux entiers appartenant & A, et vérifiant
Js > j1 = 4a, alors j, > 2j,.

Soit j un élément de A4,; il existe n; entier tel que
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soit
- \k=1
1k '"’1)( 1=k | 1-2/k 1% (”j) ) __ @
- = + =+ ..+ = -

(q i T j j*
‘Comme ¢"* > 1, cette égalité donne 1'inégalité suivante:

'nj a

ql,k —— -
j o5

Soit maintenant deux éléments j, et j, de A, vérifiant j, > j, > 4a.
L’inégalité précédente donne:

'n,-l 'n,- 2a .
. T X " ?
) Je h
comme, d’autre part n; [j; et ny,/j, sont deux nombres distinets, on a
ny ny, 1
= ——= >
J1 J2 VR

-~ En comparant les deux derniéres inégalités, on obtient
. 1 .,._
J2 = E“;]{c '

et 'jz > 2j,, compte tenu des hypotheses sur j,, j, et k.

Remarque. Dans le cas ¢ # 1, on obtient un résultat meilleur:
sous les hypothéses j, > j, > a, on a

Je ?aﬂc—l-

Revenons a présent a la démonstration de la proposition 1.
Soit B,1’ensemble A, privé de [0, 4a]. B, est un ensemble de Hadamard
avec le rapport 2. Alors, d’aprés [7], il existe une constante C, indépen-

dante de ¢ telle que, pour toute somme finie ) a,6, on ait
' %By

D) lal < CySup| 3 a6
th e kBq

On en déduit la méme conclusion pour 4, < [0, 4a]UB, et pour
4, = g4
e =4 4dq-
La démonstration du corollaire 1 se fait par régularisation de f

moyenne-périodique bornée & spectre dans A (voir [3] pour ce type de
méthode).

8 — Colloquium Mathematicum XXXVI.2
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2. Fonctions moyenne-périodiques & spectre dans /.
Définition. Une fonction moyenne-périodique & spectre dans A
est une limite uniforme sur tout compact de sommes finies 3 a,¢*.
' ) ' Aed

On notera MP(A) ’espace des fonctions moyenne-périodiques a spectre
dans 4. Pour la définition du spectre d’une fonction moyenne-périodique
et de sa transformée de Fourier on se reportera & [8] ou est démontré le
théoréme d’analyse et de synthése, théoréme qui, dans notre cas, peut
étre obtenu directement 2 partir de [2] (théoréme 1) ou de [4] (théoréme 5,
p- 11). Notons seulement qu’ici la suite des coefficients de Fourier d’une
fonction de MP(A) est une suite de carré sommable et que, pour A fixé,
I’application f — f (1) est une application continue.
Nous démontrons ici le théoréme suivant:
THEOREME 2. (1) Il existe une constante C > 0 ne dépendant que de k
et a telle que, pour toute fonction f appartenant & MP (A) et pour tout réel t,
F@I< @+ 1) C Sup |f(@)].
ze[ —7t, 7]
(2) (14 [2])"%* est le meilleur poids et [ —m, =] le plus petit intervalle
possible: si L > 0 et w(t) sont tels que, pour toute fe MP (A) et pour tout i,
If (1) < w(t) Sup ] If (@),

ae[—-L,L

il existe alors ume constante D > 0 telle que w(t) > D(1+ |t])** pour tout t
et 'on a L= . -

Pour montrer P’existence d’un poids (t), nous suivrons la méthode
de perturbation proposée dans [5]. Regardons une somme trigonométrique
finie & spectre dans A

flz) = 2, a, exp (i4,x)
neN
comme une perturbation de

f@) = ) a,exp(inz).
neN

La correspondance f — _f posséde la propriété suivante (on désignera
dans la suite par la lettre C toutes les constantes intervenant):

PROPOSITION 2. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout réel t
et pour toute feMP(A),

IFOI< @+ ) Cl1f lloo-
On a en effet

F(@) = f(®)+ D a,exp (int) [exp(ir,t) —1],
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si Pon a posé r, = 4, —n. Notons

g(t) = D) ayexp (int) [exp (ir,t) —11;

Vinégalité de Schwarz donne

01 <( Y 1aal) (D lexp (irat) = 17) < 111 ( 3 107)" (3 12) "

La série )'r; est convergente (r, ~ a/kn*~') et done (X r2)2<C,
constante absolue. Il en résulte

(1) 19(8)] < 11 CyIflize < 181C2 1 oo

et cette derniere inégalité donne la proposition.
PROPOSITION 3. Les normes Sup |f(x)] et Sup | f(a;)l sont équivalen-

ze[—, 7] 2e[—7, 7]
tes sur Despace des sommes lrigonométriques finies f a spectre dans A.
C’est une conséquence de la proposition 2, de l’mégahté (1) et de [4]

(théoréme 5, p. 11), qui montre que les normes

il et | f |f (@) da2x) "

sont équivalentes.
Pour ¢ fixé, I’application f—> f(f) est une forme lméane continue

sur les fonctions continues périodiques de période 2n: c’est donc une
mesure sur [—m, t];

T

) = [ f@)dm(a)

-7

et donc

If ()1 < lipgll Sup f(@)1;

[-ﬂ""]

ce qui, compte-tenu de la proposition 3, donne

If@)<C IIMIL [Slipﬂllf ()]

D’ou Pexistence d’un poids w(t) = |jgll, o y, portée par [ —=, ],
est telle que p(—n) = exp(il,t). ‘

Il reste & controler ||y, lorsque t tend vers ’infini, ce qui est I’objet
de la suite.

Nous allons remplacer u, par une fonction de L': appelons a, 12 masse
unité au point se]—mn, n] défini par s = —1t (mod 2x) et §, la mesure de
Dirac & l'origine. Posons 6, = y;*a;— d, (le produit de convolution est
défini mod 2=). Le comportement asymptotique de |6, est le méme que
celui de ||y|. La relation de Parseval montre que 6;¢ L*[ — =, =] et que
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sa norme est O(t). Le but de ce qui suit est d’estimer de fagon plus précise

6l -
Une partition de 'unité servira & découper la série de Fourier de 0,

en blocs dyadiques. Construisons une fonction paire a: R — [0, { oof
de classe 0" & support dans [2/3, 8/3] et telle que, pour # # 0,

x
2 \F) -
keZ
soit 0 < ¢ < 1/3 et B une fonction positive, de classe C' telle que f(1 —e)

=0, B(l+e) =1, f'(L—e) = pf'(1+¢) =0; on définit a de la fagon
suivante:

(0 sl 0<r<1l—e ou 242 <um,
B (x) sil—e<o<<l+4e,

a(x) =
11 si l+e<ow<<2—2¢,
1—B(x/2) 8i2—-2e<w<242¢.

On compléte pour les « négatifs par parité et on vérifie que la fonction a
ainsi définie a bien les propriétés annoncées. On pose alors

@ i(z) = 2’ [exp(ir,t) —1]a( " )exp(mx)

n

(c’est une somme finie) de sorte que 0, = th” et ’on majorera |0;fi,1

par 2 g st On va séparer la somme Zq)”- en deux groupes: 2%,,’
o

et let je

i=2J .
Etude de 2«;},, Pour j < —1, ¢;; = 0; en effet, si j < —1 et si

neZ, a(279n) = 0 La somme Z‘Pt,y est donc finie. On majore la norme L'
i<J

par la norme L? et la relation de Parseval donne
)
() | Yol <cv?’.
i<J

Etude de [¢ ll pour j > J. On utilisera le lemme suivant:

LEMME 3. Soit be A (R) (transformées de Fourier des fonctions de L' (R)).
Alors B = b|z est la transformée de Fourier d’une fonction de L'(T) et

18Il 4z) < 1]l gy -
On va donc remplacer 1’étude de ¢, ; par celle de

VT y
Bii(y) = [exp (it('/?/k +a —y)) — 1] a (E]—) .
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C’est une fonction de classe C' & support compact, donc transformée
de Fourier d’une fonction de L'(R). Pour calculer sa norme dans 4 (R),
nous utiliserons le lemme suivant (Carleson):

LEMME 4. Soit a et b deux nombres réels (a < b). Il existe une constante
C > 0, telle que, pour toute fonction B de classe C* & support dans [a, b],

181y < CV 1Bl 118" loo-

~ Effectuons d’abord le changement de variable y = 27u, ce qui n’affecte
pas la norme dans A (R). Posons
fi(w) = 2% u[(1+a-27Mu~ k1],
Alors
Bii(y) = y3(u) = [eXP(i‘2—(k_1)jtfj(’“))—110(“);
On a
1Ye,5lle0 < 2
et
Yes(w) = o (w)[exp (i-2=*Ditf(u)) —1] +
+6-27® 4f; (u) a(u)exp (i -2~ * Vi (u));
donc
Iy, (w)] < 181-27 % (o ()11 fy(w)] + la ()] 1 (w)1).
Il nous reste & trouver une majoration uniforme par rapport a j
de |f;(u)| et de |fj(u)l:
fi(u) = ak~um¢D 4 =GV (aiy),

ol ¢ est une fonction continue sur [1/2, + oo[ et telle que

lim & () = 0;
x—>+o00

en particulier, ¢, est bornée et pour « parcourant [1/2, 3], intervalle qui
contient le support de a, |f;(u)| < C,, constante indépendante de j.
Un calcul analogue pour f;(«) donne
fi(u) = (ak™' —1)uF 4 u%ey(27u),

ol ¢, posséde les mémes propriétés que ¢,. On en déduit pareillement que,
pour ue[1/2,3], |fj(%)| < O,, constante indépendante de j. Il en résulte

|pe j(u)] < Cylt] -2~ -1,
Finalement, le lemme 4 donne

“q’l,j”A(Z) < "ﬂt,f”_A(R) < C' ltll/2;2"(kﬂ-l)f/2.
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Cette derniére inégalité et la formule (2) donnent alors
(3) 16,0, < C-27 + Cf (2. 2G0TIz

I1 nous reste & choisir J en fonction de t, pour rendre cette majoration
la meilleure possible: nous prendrons 27 de l'ordre de [t[® (J(f) tel que
276 < |t|° < 270+1), Pour a donné, (3) implique

18l < €y 18142 + € g2~ {tk=Di2e,

Sup{a/2,1/2 —[(k —1)/2]a} est minimum lorsque e = 1/k; on obtient
ainsi la majoration ‘
16eliz2 < Ot

ou C est une constante, ce qui donne la premiere partie du théoréme 2.

Démonstration de la deuxiéme partie du théoréme 2.

[ —m, =] est D’intervalle le plus petit possible: c’est une conséquence
de la théorie générale des fonctions moyenne-périodiques. '

(1 + [t])"/?* est le meilleur poids possible. Pour tout ¢ > L, nous allons
construire une somme trigonométrique finie @ a spectre dans A qui vérifie:

Q) =AM et  Sup Q) < B[tV*,
2e~L,L)

ol A et B sont deux constantes positives.
Supposons que ’on ait une inégalité du type

[P(?)] < of?) SllP] [P ()|,

ze{—-L,L

pour toute somme P(x) & spectre dans A4; en particulier, pour Q,

Q1) < w(t) Sup IQ(-’D)I

ze[—-L,L
et donc, pour |¢| assez grand,
At < o (t) Bt
d’ot

A
o(t)> 5 [[M/2*,

ce qui démontre la derniére partie du théoréme 2.

L —
Construction de Q. Soit i, = Vn*+a; posons

N
Py(2) = D) exp(id,a)
N+1

(N sera choisi ultérieurement en fonction de ). Nous utilisons la majo-
ration suivante ([9], p. 198):
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LeEMME 5 (Van der Corput). Soit f une fonction définie sur [a, b] (a <b)

deux fois dérivable et qui vérifie f''(u) = o > 0 pour tout uela, b]; si U'on
note F(u) = ™™ on q

| X Fm)|<(If &) —F (@)1 +2) (4 +207),

asn<b

ot A est une constante absolue.
Ici

flu) = L(u"_i_a,)l/k’ f'(u) — L(l_*_au—k)—um;’
2m .

' (u) ! (k —1)a(u* + a) 72+ Eyk-2,

Sur [N, 2N], f"(u);C[t]N‘("“’ = o(N), ou C est une 'consfcante

positive. D’autre part, nous avons
’ t o : ’
feN)—f(N) =-— (1—kMa(l—2"*)N"*+ N*¢(N)

avec lim &(N) = 0;
N-++400

dODc |f’(2N) _f'(N)l g C' lth-—k’ Ofl Cl est une constante. On en dédult
IPN(t)l < (C' |t[N_k+2)(A +2C—II2N(k+1)/z Itl_l/z)’

et en modifiant les constantes:

Sllp IPN((DN (Allth-k+A2) (A3+A4.N(k+l)lz Itl_llz)-
(t—L.t+

Prenons maintenant N de l’ord.re de |?|* (N, <t*< N;,+1):

Sup [Py, (2)] < 01+02|t[‘ ka | Oy [g|l(E+Da=1N2 4 G, g0+ ka2
[tE—L,t+L)

ou 0,,0,, C; et C, sont des constantes positives. On constate aisément
que

a(k+1) 1 1 a(k-1)
Sup{l—ka, 3 —3 2———2——}
est minimum lorsque @ = 1/k et dans ce cas, il vaut 1/2k. On a alors
\ © Sup_[|Py,(a)] < Ol
[¢—L,t+L)

ot C est une constante. Posons Qu,(2) = Py,(2+1); Qy, vérifie:

Sup Qn, (@) S O™ et Qu,(—1) = Py,(0) = Ny > D[¢'.
(_
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