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ISOMETRIEN DES RAUMES DER KONVEXEN KORPER
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Auf der Menge der nichtleeren, abgeschlossenen, beschrinkten Teil-
mengen eines metrischen Raumes (X, ) wird nach Hausdorff [2], S. 293,
in natiirlicher Weise eine Metrik d induziert durch die Festsetzung
(1) d(K, L) = max{sup infé(x, y), sup inf é(=, y)}.

z¢K yelL zel yeK

Besondere Bedeutung kommt dieser Hausdorff- Melrik in der Theorie
der konvexen Korper zu, seitdem sie von Blaschke [1], S. 60, erstmals
herangezogen worden ist. Wir bezeichnen mit " die Menge der konvexen
Korper (nichtleere, kompakte, konvexe Teilmengen) des n-dimensionalen
euklidischen Raumes R". Fiir K, Le¢ K" kann man (1) auch ersetzen durch
die gleichwertige Definition

(2) d(K,L) =min{i>0: K< L+AB,L c K+AB},
wo + die Minkowskische Addition (Vektoraddition) bezeichnet und
' B ={ze¢R": || <1}

die Einheitskugel des R" ist (dabei ist |z| = <{z, 2>'?, {,) das Skalar-
produkt, 6(z,y) = |[xr—vy|). Wenn auch in der Theorie der konvexen
Korper bei der Benutzung der Hausdorff-Metrik hiufig nur die von ihr
induzierte Topologie von Belang ist, so erscheint diese Metrik aufgrund
ihrer einfachen geometrischen Bedeutung doch als hinreichend interes-
santer Gegenstand fiir eine selbstindige Betrachtung. Wir bestimmen
hier (fiir » > 2) die Isometrien (isometrischen Abbildungen auf sich)
des metrischen Raumes (K", d).

SATz. Jede Isometrie T von (K", d) wird durch eine Isomelrie (Bewegung)
t: R" - R" des R" induziert (in dem Sinne, dap TK = {ix: xe K} fiir alle
Ke Q" gilt).

Vor dem Beweis seien einige Bezeichnungen zusammengestellt.
Affine Hiille und Dimension eines konvexen Korpers K werden mit aff K
beziehungsweise dim K bezeichnet. Es sei

8" ! = {zeR": |x| =1}
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die Einheitssphire des R". Fiir einen konvexen Korper K e K" ist durch
H(K,u) = max{{z,u): ve K} fir ue "’

die (auf 8™ ! eingeschrankte) Stiitzfunktion H (K, :) erklirt. Fiir eine
stetige reellwertige Funktion F auf S™~! sei

I|F|| = max {|F(u)|: ue 8" '}.
Dann gilt bekanntlich
(3) d(K,L) = |H(K, )—H(L, )| fir K,Le{"

Durch
S(K,u) ={xeR": {x,u) = H(K,u)}

wird die zum &uBeren Normalenvektor ue 8"! gehorende Stiitzhyper-
ebene an K gegeben, und S* (K, «) sei der von ihr berandete, den Korper K
enthaltende, abgeschlossene Halbraum. Ein Punkt eines n-dimensionalen
Korpers K ¢ 8" heillt reguldr, wenn er in genau einer Stiitzhyperebene an K
liegt. Einen Punkt eines (n—1)-dimensionalen Korpers Ke Q" wollen
wir als reguldr bezeichnen, wenn er zum relativen Inneren von K gehort;
durch einen solchen Punkt gehen also genau die Stiitzhyperebenen S (K, )
und S(K, —u), wobei w senkrecht zu aff K ist. Es sei K(K) die Menge
aller Vektoren e 8"~! mit der Eigenschaft, daB die Stiitzhyperebene
S(K, w) einen reguliren Punkt von K enthilt (mit R(K) =0, falls
dim K < n—1). Wir notieren die Relation

(4) R(EK)UR(L) < R(KE+L) fir K,Le{"

Zum Beweis sei etwa ue R(K). Sei ve S(K, u) ein regulirer Punkt
von K und ye S(L,%) ein Randpunkt von L. Dann ist 2 = xr+y ein
Randpunkt von K+ L mit ze S(K + L, ). Ware 2z nicht ein regulirer
Punkt von K+ L, so wire 2ze¢ S(K + L, v) mit einem geeigneten Vektor
ve 8" '\{u, —u}. Es folgt

@y v>+<y,v) =<2,v) = H(K+L,v)
= H(K, v)+ H(L, v) > <z, ) +<y, v)
wegen ze K, ¢ S(K, v) und ye L. Der Widerspruch zeigt, daB z regular,
also uwe R(K + L) ist.
Sind K, Le 8" konvexe Korper, so hat der Korper M = }(K+ L)

die Eigenschaft
d(-M7 K) = d(M7 L) = %d(KwL)’
wie aus (3) hervorgeht. Ist (K L) der einzige Korper aus K" mit dieser
Eigenschaft, so soll das Paar {K, L} als zeniriert bezeichnet werden.
HrLrssATz 1. Seien K, Le K" konvexe Korper. Ist {K, L} ein zentriertes
Paar, so gill
(5) |H(K,u)—H(L,u)| =d(K,L) fir alle ue R(K+L).
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Beweis. Sei {K, L} ein zentriertes Paar. Wir diirfen d(K, L) =1
annehmen. Setze M = }(K -+ L). Nehmen wir an, daB (5) falsch
ist. Wegen |H(K,)—H(L,-)| =1 existiert dann ein ue R(M) mit
|H(K,u)—H(L, u)| <1, etwa

0<H(K,u)—H(L,u) <1.

Wegen der Stetigkeit der Stiitzfunktionen gibt es ein ¢ > 0 und eine
(beziiglich 8"~! ‘offene) Umgebung U < 8" ! von u# mit

(6) —d+e< H(M,v)—H(L,v)< $—e fiir alle ve U.
Man setze
M = N St (M,0).
veSPT—IN\U

Die Stiitzhyperebene S (M, «) enthilt einen reguldren Punkt « von M.
Es gibt eine Zahl ¢ mit 0 < o < ¢ und v +oue M’, denn andernfalls ginge
wegen der Abgeschlossenheit von 8*~!\ U durch 2 noch eine von S(M, u)
und S(M, —u) verschiedene Stiitzhyperebene von M. Sei M die konvexe
Hiille von M u{z+pu}. Dann gilt

(7) H(M,v) = H(M,v) fir ve 8" \U,
(8) HM,»)<H(M,»y< HM,v)+e fir veU.
Zusammen mit (6) und [|H (M, )—H(L, )| < % ergibt das
—3<H(M,vy—H(L,v) <} fiir veS”“l,

also d(M, L)< }. Wegen H(M,-)—H(K,') = —[H(M, ')—H(L, -)] folgt
aus (6), (7) und (8) auch d(M, K) < }. Nach der Drelecksunglelchung ist

1=d(K,L)<d(K, M)+d(M,L)< }+4,

also d(M,K) = d(M,L) = }. Wegen M # M ist das Paar {K, L} also
nicht zentriert; aus diesem Widerspruch folgt die Richtigkeit von (b).

HrirrssaTz 2. Seien K, Le K", sei {K, L} ein zeniriertes Paar. Ist
dimK =k < n und ist L in einer zu aff K parallelen k-dimensionalen Ebene
E enthalten, so haben aff K und E den Abstand d(K, L).

Beweis. Wir diirfen wieder d(K, L) = 1 annehmen. Zunichst sei
k = n—1. Nach Hilfssatz 1 gilt |H(K, u)—H(L, )] =1, wenn % einer
der beiden zu aff K senkrechten Einheitsvektoren ist. Die zu aff K parallele
Hyperebene, in der nach Voraussetzung der Korper L liegt, hat also von
aff K den Abstand 1.

Nun sei ¥ <n—1. Die parallelen %-dimensionalen Ebenen aff K
und E sind in einer (k4 1)-dimensionalen Ebene E,, , enthalten. Wir
konnen nun das eben bewiesene Resultat anwenden, indem wir den
eukhdlschen Raum R" durch E, , ersetzen (auch beziiglich E;, bilden K
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und L ein zentriertes Paar und sie haben den Abstand 1). Es ergibt sich,
daB aff K und E den Abstand 1 haben.

HrrssaTz 3. Ist T eine Isomelrie von K", so i3t das Bild jedes mull-
dimensionalen Korpers unter T nulldimensional.

Beweis. Im folgenden bezeichnen wir fir z¢ R" den nulldimensio-
nalen konvexen Korper {z} hdufig auch einfach mit « (bei dieser Schreib-
weise ist d(z, y) = d(z, v)).

Sei T eine Isometrie von K". Seien z,ye¢ R*, sei 0 <A< 1 und
z = (1 —A)x+ Ay. Dann gilt d(z, ) = Ad(2, y) und d(z, y) = (1 —A)d(x, y).
Ist M e K" ein konvexer Korper mit

(9) d(M,z) = Ad(z, y), ad(M,y) =(1-2Ad(z,y),
so gilt nach (2)
M < (z+2Ad(x, y) B)n (y+(1—A)d(z, y) B) = {2}.

Der Korper M = {z} ist also durch (9) eindeutig bestimmt. Da die
Abbildung T': 8" — K" surjektiv und isometrisch ist, ist N = (1—A)Tx+
+ ATy der einzige konvexe Korper mit den Eigenschaften

ad(N,Tx) = Ad(Tx, Ty), d(N,Ty)=(1—-2)d(Tz,Ty).

Notwendigerweise ist also T2 = N. Durch vollstindige Induktion
ergibt sich daraus

(10) T(Alwl"‘--.-{_lrwr) = llT.’Dl +...+1,.Tw,.

fﬁl‘ ml, ceny w,.e Rﬂ’ 0 < 11’ ceey }»’ < 1, 11+...+lr = 1’ r = 2, 3, cee
AuBerdem hat sich ergeben, daB fiir z, ye R" {Tz, Ty} stets ein zent-
riertes Paar ist.

Sei ;¢ R" ein Punkt mit
dimTz, = k> dimTx fiir alle z¢ R".

Wir wahlen Punkte z,,...,%,,,¢ R* derart, daB «,,...,2,,, paar-
weise den Abstand n haben, und setzen

1 .. ,
2 = ;(.’L‘;l+.--+$§n)’ wenn {¢, 41, ..., 4,} = {1,...,n+1}.
Nach (10) ist dann
1
(11) Tz‘ = —(Tw._-l-f-...—l—Tw,;“),
n

insbesondere also

(12) dimTe, =k fir ¢ =2,...,n+1.
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Nehmen wir an, da ¥ = » ist. Dann gibt es einen Vektor we R(Tx,).
Nach (4) und (11) gilt uwe BR(T?,) fir ¢ =2,...,n+1. Aus Hilfssatz 1
ergibt sich daher

|H (T2, w) — H (T2, w)] =1 fir ¢,je{1,...,n+1}, ¢ #7,

ein Widerspruch. Algo ist k¥ < n—1.

Fir jeden Punkt ye¢ R" mufl der konvexe Koérper T'y in einer zu Tz,
parallelen k-dimensionalen Ebene liegen, da andernfalls

dimT (3, + 4y) = dim($T2, +3Ty) > k

ware, entgegen der Definition von k. Insbesondere gibt es also parallele
k-dimensionale Ebenen E,,..., E,, ;, mit Tz; < E; (¢ =1,...,n+1). Sei
i je{l,...,n+1}, © #j, und etwa ¢ 7 1. Nach (12) und Hilfssatz 2
haben die Ebenen E; und E; den Abstand d(T'%;, Tz) = d(2;, 2;)
= 6(%;, #;) = 1. Im R" gibt es aber nur dann n + 1 parallele k-dimensionale
Ebenen, die paarweise den gleichen, von Null verschiedenen Abstand
haben, wenn k¥ = 0 ist. Damit ist Hilfssatz 3 bewiesen.

Der Beweis des Satzes ist jetzt leicht zu Ende zu fiihren. Ist T eine
Isometrie von ]", so gibt es nach Hilfssatz 3 eine Abbildung ¢: R* -~ R"
mit T {z} = {tx} fiir z¢ R". Wegen

d(tz, ty) = d({ta}, {ty}) = &(T{a}, T{y}) = d({a}, {y}) = d(2,9)

ist ¢ eine Isometrie von R™ Setzen wir T'K = t7!TK fiir K< &", so ist 1"
eine Isometrie von K", die jeden nulldimensionalen Korper fest 1aft.
Fir Ke&" und e« R" gilt also

(13) dI'K,x) =d(I"K,T'z) = d(K, ).
Im Fall L = {x} vereinfacht sich (2) zu
d(K,z) =min{Ai>0: K < AB+z};
daher gilt nach (13)
K< AB+z < T'K < AB+« fir zeR*, A>0.

Da ein konvexer Korper der Durchschnitt aller ihn enthaltenden
Kugeln ist, folgt 7' K = K. Damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung. Die isometrische Abbildung 7': K" — K", auf die sich
der eben bewiesene Satz bezieht, wurde als surjektiv vorausgesetzt.
Verzichtet man auf diese Forderung, so gibt es noch weitere isometrische
- Abbildungen von K" in sich: Durch TK = tK 4+ L, wo ¢ eine Isometrie
von R" und Le K" ein nicht von K abhingender konvexer Korper ist,
wird, wie sofort aus (3) hervorgeht, eine isometrische Abbildung T': K" — |"
erklart; sie ist nicht surjektiv, wenn dimZ > 0 ist. Ob-damit alle iso-
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metrischen Abbildungen von K" in sich erschopft sind, ist uns nicht
bekannt. (P 947)

’ Bemerkung. Es liegt nahe, allgemein nach den Isometrien des
metrischen Raumes (X*, d) zu fragen, wo X* die Menge der nichtleeren,
abgeschlossenen, beschrinkten Teilmengen eines metrischen Raumes
(X, 8) und d die durch (1) erklirte Hausdorff-Metrik ist. Natiirlich indu-
ziert jede Isometrie ¢ von (X, 8) eine Isometrie 7T von (X, d) durch die
Festsetzung TK = {tz: ze K} fir KeX". Im allgemeinen wird aber nicht
jede Isometrie von (X*, d) auf diese Weise erzeugt: Ist & die diskrete
Metrik auf X, so ist d die diskrete Metrik auf X*, und X* ist die Potenz-
menge von X (ohne die leere Menge). Eine Abbildung eines diskreten
metrischen Raumes in sich ist genau dann isometrisch, wenn sie injektiv
ist. Es gibt aber, wenn X mehr als zwei Punkte enthalt, injektive Abbil-
dungen der Potenzmenge von X auf sich, die nicht durch eine Abbildung
von X induziert werden. Es wire interessant zu wissen, ob wenigstens
im Fall des euklidischen Raumes (R", 8) jede Isometrie von ((R")*,d)
durch eine Isometrie des R" induziert wird. (P 948)
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