LLLGRUIVR MalBEMal CUM

X1V WARSZAWA — WROCEAW 1966

EINIGE NEUE RESULTATE
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Analog der Jacobsonschen Theorie der Ringe 148t sich eine Struktur-
theorie der Halbgruppen begriinden, die auf den homomorphen Dar-
stellungen der Halbgruppe § durch Transformationen einer Menge M
(anstelle der Endomorphismen eines Moduls) beruht. In [6]-[9] werden
die Grundziige einer solchen Theorie beschrieben. Auch in Abschnitt 1
und 2 findet der Leser einige Grundbegriffe aus dieser Theorie. Das Ziel
der vorliegenden Untersuchung besteht darin, frithere Resultate, die sich
um die Begriffe ,,radikal’” und, ¢,radikalfrei”’ gruppieren, unter allgemeine-
ren Gesichtspunkten als bisher zu behandeln.

Andrunakievi¢ und Rjabuhin [2] haben den Begriff einer allge-
meinen Klasse von Moduln eingefithrt und dadurch fiir jedes allgemeine
Radikal (im Sinne von Kuro¥-Amitsur) eines Ringes eine gewisse Dar-
stellung angeben konnen. Indem wir solche Bedingungen aus [2] elimi-
nieren, die ihren Sinn beim Ubergang von Idealen zu Kongruenzen und
von Ringen zu beliebigen Algebren verlieren, erhalten wir eine einheitliche
Strukturtheorie abstrakter Algebren, welche Ringe [1], [2], [10], Halb-
gruppen [6]-[9] und Gruppen [15], [16] einschlief3t.

1. Es sei 8 eine Halbgruppe, M eine Menge und M X8 — M eine
Abbildung von M x 8 in M, so daB fir alle a, beS und xeM stets

(xa)b = x(ab)

gilt. Hierin bedeutet wa(rveM,aeS) das Bild von (x,a)e M xS in M.
Die Menge M mit dem Operatorenbereich S wird dann kurz als S-System
bezeichnet. Jedes S-System M gibt Anlafl zu einer homomorphen Dar-
stellung der Halbgruppe § durch eindeutige Abbildungen (Transforma-
tionen) der Menge M in M und umgekehrt.

* Erweiterte Fassung eines auf der Tagung iiber Allgemeine Algebra (War-
sechau, 7-11 September 1964) gehaltenen Vortrages.
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2. Sei I" eine Gruppe mit dem Einselement 1 und M ein unitires
I-Linkssystem (d. h. (e¢f)x = a(pfr) und 1z = z fir alle a, I und alle
xeM). Offenbar ist die zugehorige Darstellung eine Permutationsdar-
stellung von I'. Der Zentralisator Homp(M, M) von M ist erklirt als
die Gesamtheit aller der Transformationen a:x — xa (zeM) der Menge
M, die mit jedem Element yel’ vertauschbar sind: (yx)a = y(za) fiir
alle zeM. Es sei 8 eine Teilhalbgruppe von Hom, (M, M). Dann ist M
zugleich /-Linkssystem und S«SyStem, d. h. M ist ein (17, S)-System. Sei

fr(M) ={x|xeM, 6 {1}: o2 = x}.

fr(M) ist als die Menge der ,lokalen” Fixelemente von M bez. [’
(oder auch: von /" in M) anzusehen, wobei das Einselement 1 natiirlich
auszuschlieBen ist. Offenbar ist fr.(M) ein (evtl. leeres) (17, §)-Teilsystem
von M. Fir das Differenzsystem M /f (M), das aus den einelementigen
Restklassen {x} fiir weM f(M) und (falls fr(M) # O) der Restklasse
fr(M) besteht und gleichfalls ein (17, S)-System ist, gilt offenbar fF(M [
[fr(M)) = © oder = {fr(M)}, mit anderen Worten:

2.1. M[fp(M) hat hochstens ein einziges lokales Fixelement bez. I;
wenn ein solches existiert, so ist es in diesem TFall sogar ,,globales” Fix-
element (d. h. Fixelement aller yel).

Wir betrachten nun die Eigenschaft:

(2.2) Jedes Element = 1 aus /" hat hdchstens ein Fixelement in dem
I-Linkssystem M.

Dann gilt:

2.3. Jedes unitidre /-Linkssystem: M mit der Eigenschaft (2.2) ist
genau fir |[M|>1 bzw. [M| = |I'l =1 treu (d.h., wenn yx = dz fir
alle zeM, s0 y = 9). -

Die treuen unitiren I-Linkssysteme mit der Eigenschaft (2.2) sind
offenbar identisch mit dem Urbanikschen Fall (iii) (vgl. [19] und [20])
der Marczewskischen v-Algebren. Da in diesen Algebren der Marczew-
skische Begriff der Unabhingigkeit fundamentale Eigenschaften der
linearen Unabhiingigkeit besitzt, ist es, in Analogie zu den Vektorriumen,
vielleicht von Interesse, den Zentralisator Hom, (M, M) zu bestimmen.

Zunichst hat man:

2.4. Ist M ein I-Linkssystem mit der Eigenschaft (2.2) und Z =
= Hom (M, M), so ist fr(M)< Fz(M), wo Fz(M) = {x|xeM,VaeZ:
:wa = x} die Menge der globalen Fixelemente von M bez. Z ist.

Aus 2.4 folgt

2.5. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in 2.4 ist Z schon durch
seine Wirkung anf M /f.(M) eindeutig bestimmt.
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Ist M ein treues unitires I-Linkssystem mit der Eigenschaft (2.2)
und ersetzt man M im Hinblick auf 2.5 bei der Berechnung von Z durch
M' = M[f (M), so gilt zufolge 2.1 |f,(M')| <1. Danach ist M’ ein speziel-
les unitiires 7-Linkssystem mit der Eigenschaft (2.2). Schlieft man den
Fall [M’'| =1, |I'| > 1 aus, in welchem Z = {1} wird, so ist M’ zufolge
2.3 gleichfalls treu. Man darf sich also weiterhin auf solche unitiren
ILinkssysteme M beschrinken, fiir welche gilt:

>1
(2.6) fp(M)] <1 und |M]| {oder
= [ =1.
Wir setzen noch:
' falls ~fp(M) = O;

(2.7) 4 = ‘
ro{oy, falls |fp(M) =1;

dabei ist 0 ein zu I' adjungiertes Nullelement (d.h. 00 = 00 = 0 fiir
alle del’ U {0}). Fiir 0e4 wird 4 auch als Gruppe mit Null bezeichnet.

Definiert man Ox durch Oxefp(M) (wegen |fp(M) =1 ist Ox
cindeutig bestimmt), so wird M zu einem A-Linkssystem, und es gilt
Homp(M, M) = Hom, (M, M).

2.8. Ein A-Linkssystem M, das wie angegeben aus einem unitaren
[-Linkssystem M mit der Eigenschaft (2.6) hervorgeht, soll Vektor-
system iiber A heiBen; die gleichen Vektorsysteme wurden auf andere
Weise schon in [8] eingefiihrt und lassen sich wie folgt isomorph dar-
stellen. Sei A eine Gruppe oder Gruppe mit Null. Fiir eine gegebene In-
dexmenge I bilden die Symbole (0); (ded, tel) ein Vektorsystem iiber 4,
falls (0); = (0); fiir 0e4 und alle ¢, jel und y(6); = (yo); fur y, ded und
iel gesetzt wird. Betrachtet man die Wirkung von Hom, (M, M) auf
die ,,Basis” {(1); | iel}, so ergibt sich [7]:

2.9. Die Halbgruppe Hom, (M, M), fir ein Vektorsystem M iiber
A, ist isomorph darstellbar als das Kranzprodukt H;(I') von I' mit Hy,
wobei H; die Halbgruppe aller Transformationen (falls 0¢A) bzw. aller
Teiltransformationen (falls 0eA) von I bezeichnet und I" mit A gemiB
(2.7) zusammenhingt.

Die Halbgruppe H;(I') spielt eine groBle Rolle in der Strukturtheorie
abstrakter Halbgruppen, und zwar bei der Charakterisierung aller pri-
mitiven Halbgruppen mit irreduziblen, von einem Idempotent erzeugten
Rechtsidealen ([8], vgl. auch Abschnitt 9). Wir wollen hier einige Resultate
aus dieser Theorie in eine allgemeine Theorie einbeziehen, die analog
ist zu der kiirzlich von Andrunakievié und Rjabuhin [2] im Fall assozia-
tiver Ringe begriindeten Theorie. Wir werden sogar noch einen Schritt
weiter gehen und eine einheitliche Theorie fiir universelle Algebren von
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beliebigem Typus aufstellen. Dazu verwenden wir anstelle von Darstel-
lungsmoduln oder S-Systemen die Darstellungen selbst. Erst in Abschnitt 8
wenden wir uns der Frage nach der Realisierung solcher Darstellungen zu.

3. Es sei 4 eine Algebra. Eine Kongruenz in A ist eine Aquivalenz-
relation C, aufgefaBt als eine Teilmenge von A X A, mit gewissen Ver-
traglichkeitseigenschaften bez. der Verkniipfungen in 4. Das Symbol
0, bzw. 1, (oder kiirzer 0 bzw. 1) bezeichnet die Null- bzw. Allrelation
in 4. Jeder Homomorphismus ¢: 4 > A’ von 4 auf eine Algebra A’
von gleichem Typ wie A gibt AnlaBl zu der Kongruenz

Anng = {(a, b) | (a, b)ed x A, (ap, bp)e 4,

dem Annullator von ¢ in 4, so dab fir die Restklassenstruktur A/Anng
von 4 nach Anng gilt A/Anng ~ A’. Fiir Anng = 0 heiBt ¢ trew. Ist A
eine Teilmenge von 1, so sei By = {(ap, by) | (@, b)eB}. Fiir 1,9 = 0,
(d.h. 1, =04, also (4’| =1). heiBt ¢ Nullhomomorphismus. €(A)
bezeichnet den Kongruenzenverband in A.

Sei X', eine beliebige Klasse von Homomorphismen von 4. Unter
dem Annullator der Klasse X, verstehen wir die Menge Ann X, —
= {Anno | 6eX,}. Wir setzen

(A2, = M Anno (€ (4)).
g€l 4

Fir X, = 0 ist vereinbarungsgemil () Annx, — 1 e

3.1. Es sei A eine Algebra und z: 4 Ay ein Homomorphismus
von A auf Ay. Fir einen Homomorphismus y von Ay ist die durch
ap = (ay)y definierte Abbildung ¢ = yy ein Homomorphismus von A
mit Anny € Anng. Wenn umgekehrt ¢ ein Homomorphismus von A
mit Anny < Anng ist, so ist die durch ay - ap (aeA) definierte und mit
27'¢ bezeichnete Abbildung ein Homomorphismus von A x. Uberdies
gelten die Regeln

(Anng)y = Ann(x~'¢), Anny — (Annyy)y.

Nun sei & eine feste primitive Klasse von Algebren (im Sinne von
Birkhoff). Jeder Algebra 4¢R° sei eine gewisse (leere oder nichtleere)
Klasse X', von Nicht-Nullhomomorphismen zugeordnet. Sei 2 das genau
aus diesen X', bestehende Schema. Wir schreiben hierfiir auch kurz % —
= {24 | AeR°}, meinen damit aber stets die eindeutige Zuordnung
2: A —> 2%, (worin 4 die Klasse K° durchliuft); die Klassen Y, sind
sozusagen die Komponenten des Schemas X. Streng genommen miiBten
wir also X' = {(Z,, 4) | A 8} schreiben. (In der Literatur findet sich
gelegentlich die Schreibweise {24} ug0.) Diese Bemerkung bezieht sich
anch auf andere Fille, sobald aus dem Zusammenhang zu ersehen ist,
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dafll es sich dabei um eine eindeutige Zuordnung handelt. Da die hier
vorkommenden Operationen zwischen Schemata stets komponenten-
weise erklirt sind, so diirften sich daraus, dafl wir uns (der Kiirze wegen)
der mengentheoretischen Symbolik im folgenden etwas freier bedienen
als es wohl iiblich ist, kaum. Widerspriiche ergeben.

_Im Hinblick auf 3.1 wird man zu folgender Definition gefiihrt:

3.2. X heilt ein allgemeines Schema von Darstellungen, wenn folgende
Bedingungen erfillt sind:

Es sei y irgendein Homomorphismus von A.

(3.2.1)  Aus pelX,, folgt yypel,.
(3.2.2)  Aus ¢ge2, und Anny < Anng folgt y~lpel,,.

Sei X ein allgemeines Schema von Darstellungen. Dann heil3t ()Ann 2,
das 2-Radikal R(2, A) von A. Wenn X, = O ist, so soll 4 als X-radikal
bezeichnet werden; ist R(X, A) =0, so heillit A ZX-radikalfrei. Genan
dann ist A 2-radikal, wenn R(2, A) = 1.

3.3. Das homomorphe Bild einer X-radikalen Algebra ist X-radikal.

Hier, wie sonst durchweg in diesem und dem niichsten Abschnitt,
verzichten wir auf den Beweis. Die (im tibrigen leichten) Beweise konnen
dhnlich wie fiir entsprechende Sitze aus [2] erbracht werden.

3.4. Fir einen Homomorphismus y von A mit Anny < R(X, A)
gilt R(X, Ay) = (R(Z, A))yx, insbesondere R(X, A/B) = R(Z, A)/B fiir
eine Kongruenz Be%(A) mit B < R(X, A).

Hierin bedeutet fiir zwei Kongruenzen B < C in A das Symbol
OB diejenige Kongruenz in A /B, die der Kongruenz € entspricht.

Aus 3.4 folgt:

(3.5) R(Z, A/R(Z, A)) = 0.

3.6. 4R ist genau dann X-radikal, wenn sich A von keinem Nicht-
Nullhomomorphismus auf eine 2X-radikalfreie Algebra abbilden la8t.

3.7. Das 2-Radikal R(X, A) ist gleich dem Durchschnitt aller der
Kongruenzen Ce%(4), fir welche A4/C X-radikalfrei ist.

Daraus folgt:

3.8. Eine Algebra A, die subdirekt zerlegbar in X-radikalfreie Al-
gebren A; ist, ist selbst X-radikalfrei.

Fiir ein allgemeines Schema X von Darstellungen sei £(X) die Teil-
klasse aller der Algebren A eR’, deren Klasse X, wenigstens einen Tso-
morphismus enthélt.

3.9. Die 2-radikalfreien Algebren stimmen iiberein mit denjenigen
Algebren, die subdirekt zerlegbar sind in Algebren aus der Klasse £(X).

4. Es sei I eine Menge, {@; | 1el} eine Familie von Homomorphismen
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A — A; der Algebra A auf die Algebren 4; und >< A4; das direkte Produkt
el

der Algebren A;, dessen Elemente in der Form {(a;, i) |iel} mit a;ed;

geschrieben werden diirfen. Der durch ag = {(ag;, i) | iel} definierte

Homomorphismus ¢ von 4 in ><A heillt das direkte Produkt ><g; der ;.
el 1ef
Aus diesen Definitionen folgt unmittelbar
4.1. Genau dann ist die Algebra A X-radikalfrei, wenn ein Isomorphis-
mus ¢ von A existiert, welcher das direkte Produkt >¢; von gewissen
Darstellungen ¢;eX, ist. el

5. Iis sei & eine Klasse von Algebren von gleichem Typ wie die
Algebren der Klasse K. Fiir A ¢K° sei T, die Klasse aller der Homomor-
phismen 7 von A4, fiir welche A7eR ist. Sei 7 das Schema dieser 7',
(A4 e&K°). Offenbar ist T~ = {T7] AeK%} fir T, — {r| tel,, |AT| # 1}
ein allgemeines Schema von Darstellungen.

5.1. Ein allgemeines Schema X von Darstellungen heift R-Schema,
falls 2 < 7T (d.h. Xy = T, fir alle 4e8K°). Gleichbedeutend damit ist
2 <P,

6. Fiir zwei allgemeine Schemata X und 2’ von Darstellungen de-
finieren wir folgende Operationen:

IvE ={Z4 0 Zy | A&,
IAY = {Z4n Zy | AeSY.

Bezuiglich der Operationen (v, A) bilden die allgemeinen Schemata
von Darstellungen einen distributiven (in gewissem Sinne vollstindi-
gen) Verband 7 (K°).

Offenbar bilden alle K-Schemata einen (in gewissem Sinne voll-
stindigen) Teilverband %4 (K°) von #(K°).

7. Jeder Algebra A4 eR° gei eine Kongruenz R(A)e%¢(A) zugeordnet
mit folgenden Eigenschaften (y sei ein Homomorphismus von A4):

(7.1)  Wenn Anny = R(A), s0o R(Ady) = R(A)y.

(7.2)  Wenn A subdirekt zerlegbar ist in Algebren A; und R(4;) — 0
fiir alle 7, so ist auch R(4) = 0.

Wir sagen dann, daB in der Klasse &° ein Radikal R definiert ist,
und nennen R(A) das R-Radikal von A. Eine Algebra 4 mit R(A4) =0
bzw. R(A) = 1 heilt R-radikalfrei bzw. R-radikal. Aus (7.1) folgt speziell
R(4[R(4)) = 0,

7.3. Ist @ eine Funktion, die jeder Algebra A eK° eine Kongruenz
@ (A4)e%(A) zuordnet und geniigt die Klasse & der Bedingung, daf zu
jedem AR mit Q(A4) = 0 eine zu A isomorphe Algebra in R existiert,
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so gilt: Genau dann definiert ¢ in K ein R-Radikal (¢ = R), wenn sich
@ als ein X-Radikal fiir ein geeignetes ®-Schema X auffassen 148t.

Bei diesem Satz liegt, wie wir deutlichkeitshalber hinzufiigen wollen,
die Betonung darauf, daf die Existenz eines R-Schemas (mit gewissen
Eigenschaften) behauptet wird.

Beweis. Es sel Q(4) = R(2, A4) fir ein geeignetes allgemeines
Schema X von Darstellungen. Zufolge 3.4 und 3.8 ist (7.1) und (7.2)
erfiillt: d. h. @ = R.

Nun sei umgekehrt ¢ = R und H 4 die Klasse derjenigen Nicht-
nullhomomorphismen ¢ von A, fiir welche gilt R(4¢) = 0. Dann erfiillen
H={H,| AR} und T, folglich auch X = HAT~ die Bedingungen
(3.2.1) und (3.2.2).

(7.3.1) Fir |4|.>1 gilt: Die Algebra A ist genau dann R-radikalfrei,
wenn 2, einen Isomorphismus enthilt.

(7.3.2)  Sei NAnnX, = 0. Da A subdirekt zerlegbar ist in die (nach
(7.3.1) und (3.2.2)) R-radikalfreien Algebren Ag (pelX,), so ist A
zufolge (7.2) R-radikalfrei.

(Hiernach ist A genau dann 2-radikalfrei, wenn X', einen Isomorphis-
mus enthilt, mit anderen Worten, wenn es FR-radikalfrei ist.)

Wir zeigen zuerst, dafl R(X, A) < R(A4). Sei y: A > A[R(A) der
natirliche Homomorphismus und u ein nach Voraussetzung vorhandener
Isomorphismus von A/R(A) auf eine Algebra eR. Fir R(4) = 1 ist
nichts zu beweisen. Es sei also R(4) s 1. Dann ist yyp kein Nullhomo-
morphismus; und da R(Ayxy) = R(A/R(A))tp =0p = 0, so gehort xy
zu X . Daher ist R(X, A) < Anny = R(A). Nun bilden wir R(4/R(X, 4))
= R(A)/R(%X, A) (man beachte (7.1)). Nach (7.3.2) ist A[/R(X, 4)
R-radikalfrei, somit R(A) = R(X, A).

Offenbar ist das soeben konstruierte &®-Schema X das maximale im
Verband Z4(K") enthaltene R-Schema, fiir welches R(Y, A) = R(4)
gilt.

8. In diesem Abschnitt wollen wir zur Betrachtung relativ konkreter
Formen eines R-Schemas iibergehen. Es sei N eine gegebene Klasse
von Algebren, so dafll mit M e9M auch jede Teilalgebra von M zu
M gehort.

8.1. K" sei die Klasse aller Algebren A4, die folgenden Bedingungen
genugen:

(8.1.1) AR
(8.1.2)  Hs existiert ein M <M, so dab A, als Menge betrachtet, in der

Endomorphismenhalbgruppe € (M) der Algebra M enthal-
ten ist.
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Uber die konkrete Natur der in A e®' erklirten Verkniipfungen
aber und insbesondere dariiber, ob und auf welche Weise sie mit der
Multiplikation in € (M) zusammenhingen, werden an dieser Stelle keine
einschrinkenden Voraussetzungen gemacht.

Nun sei 7: 4 — Ar ein Homomorphismus der Algebra A e’ fiir
welchen gilt A7eR'. In diesem allgemeinen Sinn wollen wir dann, falls
Ar = €(M) (fiir geeignetes M eIMN), von der homomorphen Darstellung
7 von A durch Endomorphismen von M sprechen. In diesem Fall definieren
wir aullerdem gemiB za = x(ar) (xeM,aed, areAr) eine finuBere Ver-
kniipfung von M mit A.

8.2. Umgekehrt sei eine #duBere Verkniupfung (z,a) (eMxA) -
~xa(eM) von M mit A gegeben. Einem Element aeAd entspricht die
Abbildung x — za von M in M. Wir bezeichnen diese Abbildung mit
at und die Zuordnung a — ar mit v und setzen Annt — {(a, b) | (@, b)
edxXA, M(a,b) = 0}. Zu der Schreibweise bemerken wir folgendes:
Fir X < M und ¢ = 1, bedeutet allgemein X0 = {(za,xb) | ve X, (a,b)eC};
diese Bezeichnung wird auch angewandt, wenn in A eine Multiplikation
erklirt und X < A4 ist.

Nunmehr verlangen wir

(8.2.1) Annte?(4),
(8.2.2) Ar = (M),

und sprechen in einem solchen Fall von der A-Struktur M.

Zu jeder homomorphen Darstellung 7 = 75, von A im obigen Sinne
gehort die A-Struktur M, und umgekehrt gibt jede A-Struktur M auf
natiirliche Weise Anlafl zu einer ebensolchen homomorphen Darstellung
7 = 7. (Man hat in der Bildmenge A7 zu jeder Verkniipfung f(ay,..., a,)
(a;ed) in A eine Verkniipfung f(a,t,...,a,7) = (f(ay, ..., a,))7 ein-
zufithren.) Es wird nicht voraussgesetzt, daB fiir M,eM und M,eM aus
der Gleichheit von M, und M, als Mengen und der Gleichung M, = T,
folgt, dall M, und M, auch als Algebren iibereinstimmen.

Eine Teilalgebra L < M heiBt A-Teilstruktur, falls LA < L. Definiert
man r;, mittels 7, gemiB x(ary) = x(ary) fir alle xeL und aed, so
gilt zwar A7z, < E(L). Da wir aber nicht voraussetzen, daB auch Auntpe
€€ (4), so bleibt die Frage offen, ob L eine A-Struktur ist. Im Fall der
Ringe und Halbgruppen ist dies zwar trivialerweise richtig (siehe unten),
doch in anderen konkreten Fiillen, so im Fall der Gruppen (siehe Ab-
sechnitt 11), scheint es schwierig zu sein, diese Frage zu entscheiden.

Ein Element xeM heillt Fivelement bez. A, wenn xa = x fiir alle
aeA. Mit FM bezeichnen wir die Menge der Fixelemente von M bez. A.
Offenbar ist FM stets sowohl eine (evtl. leere) A-Teilstruktur von M
als auch eine A-Struktur.
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8.3. Eine A-Struktur M (sowie die zugehorige Darstellung 75, von A)
heillt prim, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

(8.31) MA & FM.

(8.3.2)  Aus 2B < 0 fiir xe M und Be?(A), B & Annty, folgt |[FM| =1
und zel M.

8.4. Eine A-Struktur M (sowie die zugehorige Darstellung) heif3t
irreduzibel, wenn

(8.41) MA & FM;

(8.4.2) M enthilt nur triviale A-Teilstrukturen (d. h. solche mit I, = M
oder |L| = 1).

Man iiberlegt sich leicht, daB bei einer primen und ebenso bei einer
irreduziblen A-Struktur M stets |MA|>1 und [FM| <1 sein muB.

Nun sei & eine Teilklasse von &', Die Klasse aller primen bzw. ir-
reduziblen Darstellungen 7 von 4R’ mit A7eR sei Z¢®, i =1 baw.
$ = 2.

8.5. X — (XM | 4 K% ist ein K-Schema (i =1,2). Wir de-
finieren:

8.6. Enthilt £§" einen Isomorphismus, so heift A in Bezug auf R
prim (i = 1) bzw. primitiv (i = 2). ‘

Hierauf stiitzt sich folgende Definition: Eine Kongruenz Pe%(A)
heilt in Bezug auf & prim (primitiv), wenn die Algebra A [P in Bezug
auf & prim (primitiv) ist. (Dann wird, wie man sich leicht iiberlegt,
R(Z™ A4) gleich dem Durchschnitt der in Bezug auf & primen (i = 1)
bzw. primitiven (¢ = 2) Kongruenzen in 4.) Wird die Bedeutung von &
wie weiter unten angegeben spezialisiert, so stimmt der Begriff der in
Bezug auf & primen Kongruenz im Fall der Ringe, Halbgruppen und
Gruppen: bzw. iiberein mit der zu einem Primideal [10] gehorigen Kon-
gruenz, mit dem in 10.4 erklirten Begriff der Primkongruenz in einer
Halbgruppe 8 (vorausgesetzt, daB dort P == 1) sowie mit der zu einem
primen Normalteiler (11.4) gehorigen Kongruenz. Indessen ist es ein
offenes Problem, eine dhnliche Charakterisierung der in Bezug auf R
primen Kongruenzen durch innere Eigenschaften von A auch fir eine
beliebige Klasse &° zu finden.

8.7. Bs sei &” die Klasse aller Algebren 4, die folgenden Bedingungen
genugen:

(8.7.1) AR,

Colloquium Mathematicum XIv 22
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(8.7.2) MeM, A c CG(M), Beb(A), reM, aed und rB< 0O hat zur
Folge, dall (za)B < 0 (1).

Allgemeiner sei A eine beliebige Algebra aus K. Fiir eine A-Struktur
M (bzw. fiir die zugehorige Darstellung 7,,) ist A7« R* offenbar gleich-
bedeutend mit

(8.7.2 B ®A), xeM, aeAd und zB < 0 impliziert (ra)B < 0.
?

Hieraus ergibt sich

(8.8) YOO o yen  fhiy R c K.

Beweis. Es sel 7,,e20Y, also A7,,eR*. Wenn Be%(4), weM, xB< 0
und B ¢ Annty, so ist MB ¢ 0. Man setze L = {y |yeM,yB < 0}.
Zufolge (8.7.2') ist (yA)B < 0 fiir yeL; daher hat man LA = L. Man
itberlegt sich leicht, dall L auch eine Teilalgebra von M und daher eine
A-Teilstruktur von M ist. Im Hinblick auf LB = 0, MB ¢ 0 und (8.4.2)
mul} |[L| = 1 sein. Da weL, ist somit wa — x, d. h. e FM. Dal} |FM| < 1
sein mul}, wurde bereits erwithnt.

Folgerung :

(%.9) R(ZMW, 4) e R(Z™, 4) fir RKc K.

Im Gegensatz zu R(X, A) sind die speziellen Radikale R(X™), A),
i = 1,2, nicht etwa eingefithrt worden, um alle fir eine feste Klasse
K’ wie die Klasse aller Ringe, bekannten oder moglichen Radikalbe-
griffe in einer dieser beiden Formen darzustellen. Vielmehr erlauben sie
es, gewisse Radikale fiir verschiedene Klassen K’ in einheitlicher Form
zn erkliaren.

Ist beispielsweise &' die Klasse aller Ringe, M die Klasse aller Mo-
duln und & die Klasse aller Teilringe von Endomorphismenringen von
Moduln, so stimmen die vorstehenden Begriffe und Sétze mit bereits
bekannten Begriffen und Sitzen der Theorie von Andrunakievié [1]
und Jacobson [10] iiberein; dabei ist R(Z™, A) die zum Baerschen un-
teren Radikal (¢ = 1, siehe [1]) bzw. Jacobsonschen Radikal (¢ = 2.
siehe [10]) gehorige Kongruenz im Ringe A K"

Mit Hilfe des folgenden Satzes kann unter gewissen zusitzlichen
Voraussetzungen gezeigt werden, daBl eine Algebra in Bezug auf & genau
dann primitiv ist, wenn sie prim ist, und dafBl daher in solchen Fillen
auch R(Z(Y 4) = R(Z®Y, A) gilt. (Fiir den Fall der Halbgruppen vgl.
hierzu Abschnitt 8 und [9], Satz 18 und 19; fiir den Fall der Gruppen
vgl. Abschnitt 11.)

(*) Wenn die Bedingung (8.7.2) fiir wenigstens ein MW mit A4 < (M)
erfilllt ist, so ist sie offenbar aunch fiir alle derartigen M erfiillt.
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8.10. Wir nehmen an, es existiere eine treue prime A-Struktur MW
mit folgender Eigenschaft: M enthilt eine minimale nichteinelementige
A-Teilstruktur L; gleichzeitiz sei L eine A-Struktur. Dann ist I eine
treue irreduzible A-Struktur.

Beweis. BEs sei 1,1 @ > ary, wo ary, die durch © - za (vel, aed)
definierte Abbildung von L in L ist. (Wegen L = M ist aryeG(L).) Wir
haben L Annt;, = 0, und da L eine A-Struktur sein sollte, so ist Ann L€
€% (A). Angenommen, es sei Annr; % 0. Da Annrt, = 0, so ist gewil
Annz;, & Annty, und aus (8.3.2) folgt [FM| = 1 und L < 'M, im Wi-
derspruch zu |L| # 1. Daher ist Annt, = 0, d. h., L ist eine treue A-
Struktur. Mit M gehért auch die Teilalgebra L von M zu M. Wegen
Ary, € BE(M) ist 47, (bez. geeigneter Verkniipfungen) «R'. Da L nach
Voraussetzung prim ist und nur triviale 4-Teilstrukturen besitzt, so sind
(8.4.1) (wegen (8.3.1)) und (8.4.2) erfiillt, d. h., L ist in der Tat irreduzibel.

9. Auch die in [8] begriindete Strukturtheorie der Halbgruppen,
der das R-Schema X% zugrundeliegt, ist als eine spezielle Illustration
zu der vorstehenden Theorie anzusehen (K° die Klasse aller Halbgruppen,
M die Klasse aller Mengen, & besteht aus allen Teilhalbgruppen von
Transformationshalbgruppen von Mengen). Wir erwiihnen hier nur an-
deutungsweise einige Resultate aus [8].

Analog den Struktursitzen iiber primitive Ringe lassen sich die
(in Bezug auf &) primitiven Halbgruppen mit irreduziblen, von einem
Idempotent erzeugten Rechtsidealen charakterisieren. Dabei spielt das
folgende Theorem eine Rolle, dessen Teil 9.1.a) eine dhnliche Bedeutung
wie das Schursche Lemma besitzt.

Es sei O(8) die Menge der linksseitigen Nullelemente einer Halb-
gruppe 8.

9.1. Fiir ein Idempotent ¢ von 8 gilt:

a) Wenn das Rechtsideal M = eS8 irreduzibel ist, so hat man

(9.1.1)  eSe ist eine Gruppe oder Gruppe mit Null und e¢O(8); ferner
eSe = {e} oder O(eSe) = eSe ~ 0O(8).

b) Wir lassen zu, daB O(S) leer oder nichtleer ist. Im letzteren Fall
fordern wir aber, daB die Reessche Differenzhalbgruppe § JO(8) keine
nilpotenten Ideale (abgesehen vom Nullideal) hat. Dann folgt umgekehrt
aus (9.1.1) die Irreduzibilitit von eS (als S-System).

9.2. Nach einem Resultat aus [9]148t sich das £®-Radikal R(Z®®, §)
so charakterisieren: (a, b)e R(Z®®, 8) dann und nur dann, wenn zu ge-
gebenem seS' (= 8 o {1}, die um 1 erweiterte Halbgruppe mit Rins)
eine Zahl # > 0 existiert, so daB {(as)", (b$)"} (a,b) < 0, d. h.,

(9.2.1) (as)"a = (as)"b,  (bs)'a = (bs)"b.
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10. In [9] wurde auch gezeigt, dafl sich die Baer-McCoy-Levitzkische
Theorie der Radikalideale in Ringen auf Kongruenzen einer Halbgruppe 8
{ibertragen 1aBt. Bs soll jetzt nachgewiesen werden, dafl das X0%)_Radikal
R(Z™, 8) mit dem in [9] eingefiihrten unteren Radikal L (8) identisch ist.

10.1. U = U(S8), das obere Radikal [9], ist einfach das X% _Radikal
R(XZC% | 8). Ferner sei V = V(8) die Kongruenz in S, die so erklirt ist:
(a, b)eV = Hs existiert n > 0, so daf

((aS"" & (b8Y)"}(a, b) < 0.

10.2. Eine Kongruenz Ce%(S) heit ein (U, V)-Radikal von 8,
falls ¢ = U und zugleich V(8/C) = 0. Im Gegensatz zu U ist V im all-
gemeinen kein (U, V)-Radikal. Doch es gilt [9]:

10.3. Der Durchschnitt aller (U, V)-Radikale ist wieder ein (U, V)-
Radikal, das untere Radikal L = L(8).

10.4. Eine Kongruenz P % (S) heilt Primkongruenz, wenn fir alle
Ideale A von S und alle Be%(S) gilt: Aus AB <= P folgt A = P° oder
B o P2

Hierin bezeichnet P° diejenige P-Klasse, die zugleich ein Ideal von
8 ist; wenn eine solche P-Klasse nicht existiert, sei P° = 0.

10.5. Das untere Radikal L(S) ist der Durchschnitt aller Prim-
kongruenzen von S [9].
Analog der Situation in Ringen [1] gilt nun auch

10.6. Das untere Radikal L(S) ist identisch mit dem XU%®-Radikal
R(ZU™, Q).

Zuerst bemerken wir

10.6.1. Die Halbgruppe S ist dann und nur dann in Bezug auf &
prim (im Sinne der Definition 8.6), wenn 0 eine Primkongruenz in 8 (De-
finition 10.4) und |8] = 1 ist.

Beweis von 10.6.1. Sei 0 cine Primkongruenz und [S| # 1. Be-
trachtet man § selbst als S-System, M = §, so ist M treu. Denn bezeichnet
B = Annz,; den Annullator der durch M = 8 erzeugten Darstellung
Ty, 50 gilt MB < 0;. Nach Voraussetzung ist 0g Primkongruenz und
8 & 0% (wegen |S| # 1), folglich B = 0g. Ferner gilt |FJM| <1. Denn
fir aeFM; 2,ye8 und S* = 8 v {1} hat man aS'lg € 0g, also auch
SiaS1lg < 0y und (wegen lg = 0g) ae0y. Nachweis von (8.3.1): Wire
MS < FM (M = 8), so wire 81 < 0, was sofort auf einen Widerspruch
fithrt. Nachweis von (8.3.2): Wenn nun «B = 0 fir ze8 = M, ¢F MY,
s0o YBcO0, wo Y das x umfassende ldeal 0B™' = {y |yeS, yB < 0}
von N ist. Da Y & 0° (wegen x¢F M), so ist B < 0. Daher ist M = §
ein primes S-System. '

() Vgl. [9]. Tiir Halbgruppen mit Eins stimmt dieser Begriff mit dem Begriff
der Primkongruenz im Sinne von K. Drbohlav [3] iiberein.
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Moge umgekehrt ein treues primes S-System M vorhanden sein.
Wenn A ein Ideal von S und Be%(S), so dall AB < 0, A & 0° so ist zu
zeigen, dall B < 0. Sei xveM, ¢ FM (nach (8.3.1) gibt es ein solches z).
Dann ist x4 ¢ FM. Denn aus x4 = FM folgt <{A> < 0, wo {4> =1, v
w 0ge?(8) ist. Da M treues primes S-System ist, wire (4> < Annty = 0
und A < 0° was der Voraussetzung widerspricht. Sei y = wvaexd, ¢ FM,
wo aeA. Dann ist yB = xaB < xAB = 0, somit B < Ann7y = 0.

Beweis von 10.6. Wir haben R(Z"™, 8) = MAnnX™ und L(S)
= (I (= (\P; II die Menge aller Primkongruenzen in §). Da §/Anng ~

Pell
~ Sp fir pe X4 eine prime Halbgruppe ist (Z§ enthiilt den Isomorphis-
mus ¢ '), so ist Anng zufolge 10.6.1 eine Primkongruenz in S, d.h.
L(8) € R(XU%, 8). Diese Enthaltenseinsbeziehung ist trivialerweise auch
fir 2¢® — @ richtig, da dann R(Z'¥, 8) = 1. Umgekehrt sei P eine
Primkongruenz in 8. Fiir P # 1 ist S/P = Sy eine Primhalbgruppe,
d. h., es existiert ein Isomorphismus peX§P. Demnach hat P die Gestalt

P = Amnyy = Anng, ¢ = ypeZ§®.

Es ist also auch R(ZM™, 8) < L(8) (und zwar gilt dies trivialerweise
auch dann, wenn nur P = 1 eine Primkongruenz in S ist); somit besteht
Gleichheit, q. e. d.

11. Als ein weiteres Beispiel zum Abschnitt 8 betrachten wir in diesem
Abschnitt die Klasse K@ aller Gruppen und wihlen fiir I die Klasse aller
Mengen. € (M) ist dann die Halbgruppe aller Transformationen von
MeM; die Klassen ' und K2 sind wie in 8.1 und 8.7 definiert.

11.1. K3 sei die Klasse aller Gruppen @, die folgenden Bedingungen
genigen:

(11.1.1) GeK:
(11.1.2)  Aus MM, ¢ < (M) folgt |[FM| < 1; d. h., M besitzt hoch-
stens ein Fixelement f bez. G.

(11.1.3)  Aus MM, Gc (M), xeM, beG und ab = feFM folgt
2(ab) = xa fiir alle aeG.

(11.1.4)  Aus MeM, @ < €(M), aeG, B 3 G (d. h., B ist Normalteiler
von @) und [a, B] = {¢} mit e als dem Einselement von @
(d. h., B liegt im Zentralisator von a in @ (3)) folgt (za)B
= ¢[a, B] fiir alle zeM (4).

(®) Fiir zwei Teilmengen A und B der Gruppe G bezeichnet [4, B] die Menge
aller Elemente der Form aba—'b~! (aeAd, beB).

(4) Die Schreibung (wa)B = x[a, B] soll deutlichmachen, daB es sich hierbei
um eine schwache Form des (von den Darstellungsmoduln her bekannten) durch-
laufenden Assoziativgesetzes handelt.
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11.2. Wir geben einige unmittelbare Folgerungen an.
Aus (11.1.4) folgt Me = FM; wegen (11.1.2) ist also:

(11.2.1) FM| — 1.

Mit Riicksicht auf die Bedingungen (11.1.2)-(11.1.4) 1dBt sich (8.7.2)
in der folgenden Form schreiben:

(11.2.2)  Wenn MeM, & < (M), xeM, B 3 G und «B = {f! (feF M),
so ist (x@)B = xzB.

Unter Beachtung von (11.1.3) ergibt sich ferner:
Fiir eine G-Struktur M mit G, eR3 ist (8.3.2) gleichbedeutend mit

(11.2.3)  Aus zeM, B <3G, B ={ff = FM und MB & {f} folgt
stets 2 = f.

Es ist leicht einzusehen, daB sich die Bedingung Gt ,,¢®% auch direkt
durch diejenigen Bedingungen fir die G-Struktur M beschreiben 1iBt,
die den Bedingungen (11.1.1)-(11.1.4) genau entsprechen. Auch (11.2.2)
ist in dieser Weise ansdriickbar. Man hat einfach iiberall die Voraussetzung
G < €(M) wegzulassen. Nur die zu (11.1.4) (mit Gv, anstatt G) ent-
sprechende Bedingung unterscheidet sich dariiberhinaus noch an einer
Stelle von (11.1.4) und lautet so:

(11.2.4)  Aus B 3 G und [a, B] € (Annty)® folgt (va)B = rla, B]
fur alle xeM.

Hierbei verwenden wir das Symbol CF fir eine Kongruenz € in
zur Bezeichnung des zu C gehirigen Normalteilers von G.

11.3. Wir setzen & = &% und werden nachweisen, dafi das X™%-
Radikal einer Gruppe ¢ zusammenfillt mit derjenigen, hier voriibergehend
mit L(G) bezeichneten Kongruenz in ¢, die zu dem in {16] untersuchten
Radikal R = R(G) von G gehort (R < @).

11.4. Ein von & verschiedener Normalteiler (3) P von G heilt prim,
wenn aus 4 3G, B G und (4, B] = P stets folgt 4 = P oder Bc P
(vgl. [147-[16]).

11.5. L(G)? ist definiert als der Durchschnitt aller primen Normal-
teiler von G (vgl. [15], [16]).

Wir behaupten

(11.6) R(ZM @) = L(@).

Der Beweis dieser Beziehung verlduft fdhnlich wie der Beweis von
10.6. Zuerst beweisen wir

() Wir setzen P -+ G voraus. wm in Ubereinstimmung mit [16]| zu bleiben.
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11.6.1. Die Gruppe ¢ ist dann und nur dann prim in Bezug auf &
(im Sinne der Definition 8.6), wenn {e} ein primer Normalteiler von & ist.

Es sei {e} ein primer Normalteiler von & und folglich @ + {e}. Mit
der dulleren Verkniipfung (z, a) — [z, a] (a, xe@) ist M = G eine treue
prime G-Struktur. Ist ndmlich = die zugehorige Abbildung @ — ar (mit
ar: ¥ — [x,a]), so folgt aus a,be@ und [x,a] = [z, b] fir alle zeG,
daB o' zum Zentrum Z von G gehort. Wegen [@, Z] < {e} und G = {e}
mul} sein Z = {e}, d. h. @ = b und Ann 7 = 0. Demnach ist M = @ eine
treue G-Struktur. Aus [z, a] = folgt « = e, somit FM = {e}. Wire
G, G] = {e}, so wire G = Z = {e}, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Daher ist (8.3.1) erfilllt. Fithrt man in der Menge G eine Verkniipfung
ein, so dafl 7 ein Isomorphismus von ¢ auf Gv wird, so kann man leicht
nachrechnen, dafi GreR. Daher ist (8.3.2) gleichbedeutend mit (11.2.3).
Es sei zeM =G, B 3G, [z, B] = {¢} und [G, B] & {e}, also ist auch
B +# {e}. Bezeichnet Zz den Zentralisator von B in ¢ und beachtet man,
daB der Einheitsnormalteiler {e¢} prim sein soll, so erhilt man aus [Zz, B]
— {e} die Gleichungen Zp = {e¢} und (wegen xeZg) = — e, d. h., (11.2.3)
ist erfiillt. Folglich ist ¢ prim in Bezug auf K.

Umgekehrt sei G prim in Bezug aug & und M eine treue prime G-
Struktur, so daBl Gz (als Gruppe)eR. Wir haben zu zeigen, da8 {e}
prim ist. Sei A 3 G, B 3 G und [4, B] = {e}. Gemil (11.1.4) ist (MA)B
= {f}- In Verbindung mit (11.2.3) folgt M A = {f} oder MB = {f}. Da M
tren sein sollte, mull 4 = {e¢} oder B = {e} sein, q. e. d.

Auf Grund von 11.6.1 kann nun der Beweis von (11.6) wie derjenige
von 10.6 leicht zum Abschlul gebracht werden.

Es ist eine offene Frage, ob auch das 2®®-Radikal von G mit einem
der bekannten Radikale () der Gruppe G zusammenfillt (P 536). In dieser
Hinsicht ist folgender Satz von Interesse:

11.7. Es sei G eine Gruppe, die als G-Struktur Artinsch ist, d. h.,
es gelte die Minimalbedingung fiir die G-Teilstrukturen von M = G.
Dann ist

(11.7.1) R(ZM™, @) = R(Z®™, @).

Diese Beziehung folgt unmittelbar aus

11.8. Es sei G eine Gruppe mit minimalen von {e} verschiedenen
G-Teilstrukturen. In Bezug auf K ist ¢ genau dann prim, wenn es primitiv
ist.

Beweis. Da 2% 2 X% 50 haben wir nur noch folgendes zu zeigen:
Hs sei @ eine in Bezug auf & prime Gruppe. Als G-Struktur besitze M = G
eine minimale von {e} verschiedene G-Teilstruktur L. Dann ist & in Bezug

() Vegl. [11]-[131, [17] und [18] sowie die dort zitierte Literatur.
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auf & primitiv (8.6). Wir wissen bereits, da M = @ als G-Struktur treu
und prim ist (vgl. den Beweis von 11.6.1). Sei N die von L erzeugte
Untergruppe von @. Offenbar ist N 3 @, und aus L Annz; < 0 folgt
N Amnty, < 0 und Annt, © Annty. Wegen L < N ist Annty < Anntg,
somit besteht Gleichheit, Annr; = Annrty. Das besagt aber, dal Annty
eine Kongruenz in G sein muB. Daher ist L eine G-Struktur. Zufolge
8.10 ist L treu und irreduzibel. Wie man leicht nachrechnet, ist auch
GreR; demnach ist ¢ in Bezug auf K primitiv.

Zufolge 11.6.1 stimmen die in Bezug auf & primen Gruppen mit den
primen Gruppen im Sinne von S¢ukin [16] iiberein. Aus 11.8 ergibt, sich
daher als Korollar

11.8.1. Es sei G eine Gruppe mit minimalen von {e} verschiedenen
G-Teilstrukturen. ¢ ist genau dann prim im Sinne von Séukin, wenn es
primitiv in Bezug auf K ist.

_ Mit diesem Satz ist auch die entsprechende Frage im Fall endlicher
Gruppen, die von mir am Schlufl meines Warschauer Vortrages auf-
geworfen wurde, positiv beantwortet.

Die Resultate dieses Abschnitts 11 haben ihren Ursprung in der
folgenden Feststellung, die ich Herrn B. H. Neumann verdanke (vgl.
auch [16], p. 1026, Beweis von Lemma 3): Ist ¢ eine prime Gruppe
im Sinne von Séukin mit einer minimalen von {¢} verschiedenen G-Teil-
struktur L (etwa eine endliche prime Gruppe @), so ist ¢ monolithisch
(Def. zum Beisp. in [4]) mit dem von L erzeugten Normalteiler N als
nichtabelschem Monolith.

11.9. Wir erwihnen noch folgende offene Fragen, die den hier ver-
wendeten Darstellungsbegriff fiir Gruppen betreffen.

11.9.1. Es seien ¢ und ¢’ zwei Gruppen aus &, welche als Mengen
identisch sind. Stimmen dann auch die Verkniipfungen von G und &
iiberein? (P 537)

Falls die Antwort hierauf positiv ausfallen sollte, lautet die nichste
Frage: :

11.9.2. Es sei M eine feste Menge und K(M) die Menge aller Ge&
mit G = €(M). Existiert dann eine maximale Gruppe G(M)eR(M),
so daB G Untergruppe von G (M) fiir alle GeR(M) ist? (P 538)

Im Beweis von 11.8 wurde gezeigt, daB die minimale von {e} ver-
schiedene G-Teilstruktur I eine G-Struktur ist, mit L < N.

11.9.3. (B. H. Neumann) Ist hierbei sogar L = N?

11.9.4. Ist eine G-Teilstruktur L einer beliebigen Gruppe G stets
eine G-Struktur (P 539)? Fiir L 3 @ ist dies natiirlich der Fall.

11.9.5. Tst in 11.9.4 sogar I 3 G? (P 540)
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12. In diesem Abschnitt wollen wir die mit den Darstellungen ver-

bundenen Kongruenzen untersuchen. Fiir ein allgemeines Schema X
von Darstellungen setzen wir AnnX = {AnnX, | 4 «K°}.

Nun sei umgekehrt 4 eine Klasse der Form 4 = {44 | A R}, wobei
Ay < (A).

12.1. Die Klasse A heiBt darstellbar, wenn ein allgemeines Schema
von Darstellungen Xe% (R9) existiert, so da 4 = AnnZX.

Die Gesamtheit der darstellbaren Klagsen sei Z(K°). Die Elemente
von Z(R8°) lassen sich auch unabhingig von & (R°) charakterisieren:

12.2. Die Klasse 4 ist genau dann darstellbar, wenn folgende Be-
dingungen erfiillt sind.
Es sei Ce?(A) und y ein Homomorphismus von 4 eR° mit Anny < C.

(12.2.1) ' Oyedy, = Cedy.
(12.2.2) OEAA = CZEAA;('
(12.2.3) lig¢dy.

Man beachte hierbei, dall Cye%(A4y), falls Anny = Ce%(4).
Beweis von 12.2. Ist 4 eine Klasse, die den Bedingungen (12.2.1)
bis (12.2.3) geniigt, so setze man 2, = {¢ | ¢ durchliuft alle Homomor-
phismen von A mit Annged,}. Dann ist X(A4) = {Z, | 4K} S (K?),
und es gilt AnnX(4) = 4. Demnach ist 2 — X(4) eine umkehrbar ein-
deutige Abbildung von Z(K°) in & (RK9).
12.3. Tiihrt man in 2(K°) Verkniipfungen (v, A) ein geméilB
AvA = {A4 0 Ay | AR,
AnA = {44~ Ay | AR,
$0 wird die Abbildung X — AnnZX zu einem Homomorphismus von & (K°)
auf 2(K°). Folglich ist 2(K°) ein distributiver vollstdndiger Verband.

124, Fiir ein gegebenes R-Radikal sei D) eine Kollektion von Klas-
sen 4, so daB

(12.4.1) Ae D (RKRO)

und

(12.4.2) N4d4(= NO) = R(4).
CEAA

Falls D = @ ist, so ist auch VD = {{J44]| AR’ eine den Be-
deD
dingungen (12.4.1) und (12.4.2) geniigende Klasse. Ist insbesondere 2

das im Beweis von 7.3 konstruierte K-Schema, so ist Ann X das maximale
Element in der Gesamtheit 2 (R, K°) aller Klassen 4, mit den Bedingungen
(12.4.1), (12.4.2). 2(R, K") ist beziiglich der aus 2(R°) iibernommenen
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Inklusion eine Halbordnung. Da aber \/D fiir ) — © nicht notwendig
za P (R, R) gehort, so ist Z (R, R) im allgemeinen kein vollstandiger
v-Teilbund [5] von Z(K°). Dennoch kann es eintreten, dafl Z(R, K°)
ein vollstéindiger Verband wird, wenn nimlich das in 2 (R, &) minimale
Hlement existiert (das im allgemeinen nicht mit dem minimalen Ele-
ment von Z(RK°) zusammentillt). Das tritt beispielsweise ein, wenn K¢
die Klasse aller rechts Artinschen Ringe, ® die Klasse aller Endomorphis-
menteilringe von Moduln und R(4) die zum Jacobsonschen Radikal
von 4 gehorige Kongruenz ist. Fiir die Klasse X aller irreduziblen Dar-
stellungen [10] ist” dann AnnX minimal in 2(R, ).

Definiert R = {R(4) | AeR°} in K° ein R-Radikal und bezeichnet
#(8°) die Gesamtheit aller R, so ist Z(R.K°) gerade ein volles Urbild
bei der durch (12.4.2) definierten Abbildung A > R von 2Z(K°) auf
ZA(K°). (Zufolge 7.3 fiir & = K° ist 4 — R tatsiichlich eine Abbildung
auf 2(K0)). Ist D eine Kollektion von Klassen Ae Z(RK0) und bezeichnet
man die rechte Seite von (12.4.2) mit R(4, 4) und setzt R(A) = {R(A,
A) | AeR%, so wird \/D - A R(A) = {R(A, A) | 4K, Ferner gilt

AeD

del)
R(A) < R(ND), AD = {() A, AR}, fiir alle AeD; dabei ist R — R’
deD

erklart durch R(4) < R'(A) fir alle 4eRK0. < ist eine Teilordnungs-
beziehung in #(K°), und aus den vorstehenden Bemerkungen folgt

12,5, #(K°) ist ein (in gewissem Sinne vollstandiger) Verband. All-
gemeiner gilt dies auch fiir die Gesamtheit #g(K°) aller ReZ(K°), fiir
welche eine R-darstellbare Klasse A existiert (Definition 12.6), so daB
A — R. Unter gewissen Voraussetzungen iiber ® (vgl. 7.3 und 12.7)
ISt g (KR0) = 2 (K0).

Als eine Verfeinerung von 12.1 wollen wir noch folgenden Begriff
betrachten.

12.6. Die Klasse /A heille K-darstellbar, wenn ein K-Schema Xe.# g (K0)
existiert, so dall 4 = AnnZX.

Ist 12.6 eine echte Verfeinerung von 12.1? Hieriiber gibt Auskunft
der Satz

12.7. Die Klasse & moge folgender Bedingung geniigen :

(12.7.1)  Aus M4, = 0 folgt die Existenz einer zu 4 eR° isomorphen
Algebra A*eK.

Unter dieser Voraussetzung ist die Klasse /1 (genau dann) K-darstell-
bar, wenn sie darstellbar ist.

Beweis. Hs sei X' ein allgemeines Schema von Darstellungen mit
A = AnnZ. Sei X, die Klasse aller Homomorphismen der Form pp*,
wobei ¢eXy und ¢ ein Isomorphismus mit ¢¢*eT; (Definition in Ab-
sehnitt 5) ist. Dann ist 2" = {7 | 4 R e %, (R°) und AnnX’ — AnnJd.

el
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13. Anstelle der Schemata Xe¥(8°) kann man allgemeiner solche
Schemata X = {2, | 4K} bzw. Klassen 4 = {4, | AR} betrachten,
bei denen die Klassen X, bzw. die Mengen 4, nur der Bedingung (3.2.1)
(ohne Beschrinkung auf Nicht-Nullhomomorphismen) bzw. (12.2.1)
unterworfen sind. Man erhilt dann wieder einen Verband #(K°) bzw.
7 (K°). Diese Verbinde werden zu (nicht-kommutativen) Halbgruppen,
wenn man folgende Verkniipfungen einfiihrt:

JoZ = {(ZoX'), | AR

fur
(Zo2')y = {g¢’' |peXy und ¢ eXy,)
hzw.

Aol = {(AoA'), | AR}
fitr (AoA’), = {C | Ce®(4); IBedy, so dab B < € und O/Bedyz).
In % (K gelten die Regeln
AoA" < A

wenn 4 << A4, s0 dod” < A'0Ad” und A"od” < Aod,
sSOwWie

]O Zl = /fl -

Entsprechende Regeln gelten in & (R°).
Beziiglich der oben erklirten Verkniipfungen sind -(K°) und Z(RK?°)
im allgemeinen nicht multiplikativ abgeschlossen.
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