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ASYMPTOTISCH GLEICHVERTEILTE NETZE
VON WAHRSCHEINLICHKEITSMASSEN
AUF LOKALKOMPAKTEN GRUPPEN

VON

W. MAXONES uvxp H. RINDLER (WIEN)

In dieser Arbeit werden die in [8] begonnenen und auf [1] bzw. [5]
zuriickgehenden Untersuchungen unter besonderer Beriicksichtigung der
Gruppenstruktur fortgefiilhrt. Es wird der Begriff der asymptotischen,
insbesondere der schwach asymptotischen Gleichverteilung von Wahr-
scheinlichkeitsmafen, der zuerst von Kerstan und Matthes in [5] fiir
abelsche Gruppen formuliert und behandelt wurde (unabhingig davon
wurde die asymptotische Gleichverteilung in [3] untersucht), auf lokal-
kompakten Gruppen studiert. Die Gruppen konnen als mittelbar vor-
ausgesetzt werden, weil die Existenz von Netzen, die einer der folgenden
Definitionen geniigen, mit der Mittelbarkeit dquivalent ist — dies wurde
u.a. in [1] gezeigt. Als Motivation fiir die Begriffsbildung 148t sich die
Charakterisierung des (normierten) Haar-Mafles A einer kompakten
Gruppe anfiihren, nimlich Vv e P(@): v«1 = A (bzw. Ax» = 1). In nicht
kompakten Gruppen ist daher die Forderung V» e P(@) konvergiere
vep,— o (bZw. p,#v—pu,) in einer bestimmten Topologie gegen Null die
entsprechende Ubertragung; A wurde durch ein Netz von Wahrschein-
lichkeitsmafen ersetzt. ,

G bezeichnet stets eine lokalkompakte (mittelbare) Gruppe; dz bzw. A
ein zugehoriges Haar-MaB, 4 den entsprechenden Haar-Modul. Mit UCr
bzw. UCl bzw. UCb bezeichenen wir den Raum aller rechts bzw. links
bzw. beidseitiz gleichmiBig stetigen und beschrinkten Funktionen.
Aus formalen Griinden wihlen wir im Gegensatz zu [2] und [9] die von
A. Weil gepriagte Definition der uniformen Struktur; f ist demnach rechts
gleichmapig stetig, wenn es fiir jedes ¢ > 0 eine 1-Umgebung V gibt mit

VoeV Vze@: |f(aw)—f(2) < e.

K (@) bezeichnet die Menge aller stetigen Funktionen auf G mit
kompaktem Triger.
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P(@) bezeichnet die Menge aller WahrscheinlichkeitsmafBe der
Gruppe G (mit ,MaB” bzw. 4 oder » werden i.f. immer Wahrscheinlich-

keitsmafle bezeichnet).
L'(@) wollen wir stets als Teilraum der beschrinkten RadonmaBe

der Gruppe auffassen.
u* ist das zu u adjungierte MaB:
w*(f) = [f@")du(@);
lx|l ist die Totalvariation von wu.
d, bezeichnet das im Punkte # konzentrierte Wahrscheinlichkeitsmag.

f@):=f@"), f@):=flay).

[SIN] bzw. [FC]~ bzw. [FIA]™ bezeichnet die Klasse aller Gruppen
mit einer Basgis invarianter (beziiglich innerer Automorphismen) 1-Umge-
bungen bzw. in denen jeder Punkt eine relativ kompakte Bahn besitzt
bzw. deren Gruppe innerer Automorphismen relativ kompakt ist (vgl. [4]).

Definition. Wir nennen ein Netz u, (bzw. es hat die Eigenschaft):
S; bzw. 8,, wenn Vv e P(G):

lm(veu,—pu,) =0 bzw. Lm(u,*v—u,) =0

in der Normtopologie der Totalvariation |-|;
W, wenn Vy e P(G) Vfe L'(Q): im(v*u,—u,)*f = 0 bezgl. |-|,;

Die Begriffe W,,, W,;, Wy werden analog gebildet; der erste Index von W
bezeichnet die Stellung von v und der zweite die Stellung von f relativ zu u,.

U;,, wenn Vv € P(G) Vh € UCr: Lim (v*u, — u,)(h) = 0;

Die Bezeichnungen U,, U,; und Uj werden analog vorgenommen; der erste
Index von U beschreibt wiederum die Stellung von » relativ zu u,, wogegen der
zweite Index die Art der gleichmiBigen Stetigkeit von A kennzeichnet.

U, bzw. U,, wenn Vv e P(@) Vh e UChb:
Hm(v#p,—p)(h) =0  baw. lim(ugsv—pu,)(h) = 0.

Diese Begriffe sind eine natiirliche Verfeinerung der in [1] einge-
filhrten Eigenschaft G3 bzw. der in [5] untersuchten (schwach) asymp-
totischen Gleichverteilung. Die Vielzahl dieser verschiedenen Begriffe
erschien uns notwendig, weil ihre Beziehungen untereinander in engem
Zusammenhang mit der Struktur der Gruppe stehen.

Bemerkungen. Man kénnte W, auch durch
lim (g, % f 49— poxf) = 0

definieren, beide Moglichkeiten sind jedoch zueinander &aquivalent:
(L), ist W,, < VveP(@)VfeL'(G): im(u,*f*v—pusf) = 0.
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Dies folgt aus der Tatsache, da die Linearkombinationen der Funk-
tionen f*v—f, f e L'(@) und v € P(®), in Ly(Q) — das ist jener Teilraum
von L'(@), der aus allen Funktionen f mit [f(x)ds = 0 besteht — dicht
liegen (dasselbe gilt fiir v«f—f); daraus folgt unmittelbar, daf beide
Begriffe dquivalent sind. AuBerdem erhalten wir:

(2) g ist W, < VfeL)(@): limu,*f = 0.

Der Begriff W,, wurde unabhingig von [5] in einer speziellen Form
bereits in [10] untersucht, es gilt ndmlich fiir die einer Punktfolge x, zuge-

ordnete MasBfolge
HNi=§ 2 O

k=1

ist im Sinne von [10] L'-gleichverteilt, wenn die Folge u, die Eigen-
schaft W,, besitzt.

(3) Wenn u, ein W, ,-Netz ist (#,y, 2 als Indizes der Buchstaben 8,
W oder U bedeuten stets Variable mit Werten in {r, I}), so ist u}
ein W, ,-Netz (I' :=7r, v :=1).

Durch Adjunktion 148t sich somit aus einem Satz ein ,, adjungierter”
gewinnen (z.B. aus W, = U, erhilt man W, = U,,); dieses Prinzip wird
im folgenden stillschweigend angewendet. In [1] Satz 2 wurde bewiesen,
daB es in jeder mittelbaren Gruppe ein S,-Netz gibt (aus der Existenz
eines U;-Netzes folgt die Mittelbarkeit der Gruppe), es gilt sogar:

(4) In jeder mittelbaren Gruppe gibt es ein selbstadjungiertes Netz,
das 8; und 8, erfillt. (Das Netz heilt selbstadjungiert, wenn alle
MaBe selbstadjungiert sind.)

Dies folgt aus: g, ist 8; = u,*u ist 8, und 8, (und selbstadjungiert).

(6) Fir ax,y¢€ {r,1} gelten die Implikationen: 8, > W,, = U,, = U,.
Dies wird durch [1], Satz 1, und die folgende Proposition bewiesen:
PropoOSITION 1. W, (bew. W,,) = Vv e P(G)Vh € UCr:

Lmsup [(u,*v —pa) ()| = 0 (bzw. limsup |(v*u, —u.) (k)| = 0).
a ieG a te@

Analoges gilt fiir W,.

Beweis. Es handelt sich hier um eine kleine Verschiarfung des we-
sentlichen Teiles von (1], Satz 1; sie wird im Beweis von Satz 1, (ii) (b),
niitzlich sein. Fiir MaBe u, » und eine beschrinkte, mefbare Funktion A
gilt (Rechnung):

(6) weu(h) = u(v**h) sowie pxv(h) = u((v+h’)’).
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Wir gehen zunichst wie in [1] vor. Fiir A € UCr bzw. UCl und vorge-
gebenes ¢ > 0 gibt es eine 1-Umgebung U, sodaB fiir die Funktion
% := (1/A(U))oy (¢ kennzeichnet die charakteristische Funktion)

fheuw—hl,<e Dbzw. |uxh—h|<e

gilt.
Es ist (;h)*u = ,(h*u), also

I(6h) %% —ghllos = Il %t — hlo.

Wenn y, die Eigenschaft W,, besitzt, so

< (2+ [Ihllo) &

Fiir die folgende Proposition 2 benétigen wir neben den Begriffen
8z, Wy, U,, und U, auch die abgeschwichten Begriffe S, U,,, ...,
die man aus den urspriinglichen durch Ersetzen des Terms Vv e P(G)
durch Vé,, €@, erhilt.

PROPOSITION 2. (i) Fiir alle Begriffe gilt: u, ist genaw dann gleich-
verteilt, wenn

Lm (6, %pu,—p,) =0  (bew. lim(u,*d,—u,) = 0)

gleichmdpig in x auf kompakten Mengen in der entsprechenden Topologie.

(i) Allgemein gilt: U,, <> Uy,, W, <> W.,, U, < U,.

(iii) Fir Folgen gilt: 8, < 8,, W, <> W, U, < U,,.

Beweis. (i) wurde in [1], Satz 3, bewiesen; der dort angegebene
Beweis weist fiir = eine Liicke auf, die wir umgehen werden.

U, besitze die Eigenschaft 8; (der Beweis fiir die anderen Falle ver-
lauft analog). Weil die Gruppe mittelbar ist, gibt es fiir jede kompakte
Menge K «c @G und ¢> 0 ein g e L'NP, sodaBB Vz e K: ||d,%g—gl, <&
ist (das ist die Eigenschaft P,, siehe [9], Chapter 8, § 3).

a, Va = a5 |lg*pe— pall < € aufgrund der Voraussetzung iiber u,.
Daher ist fiir # € K und a > q,

” 6: * g _”a“
< Ilaz*g*l‘a_g*l‘a” + |Iaz*g*"a— 6:*”0""" ”g*”a—”a“
< 109 — gl +2lg * po — pall < 3.
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Fir U, ergibt sich die Umkehrung aus
(v xpa— ) (B)] = | [ palch—B)dv (@)
< [1talh— 1) @9(@) + 2 Bl (B%) < £+ 2 Bt
K

fiir passendes kompaktes K < G und a > a,.

(ii) Man kann den Beweis — der i.w. auf der Stetigkeit der Abbildung
& — h, bzw. x — ,h fiir h € UCr bzw. h € UCl beruht — von [1], Satz 4,
auf U, sowie U,, iibertragen. Es verbleibt der Fall W,, (bzw. der adjun-
gierte Fall W;, der analog behandelt werden kann).

W,, = W,, ist selbstverstandlich. Es erfiille u, die Eigenschaft W,,;
es gilt demnach

Vze@VfeL': im u,«(6,*f—f) = 0.

Entsprechend der Charakterisierung (2) von W,-Netzen und der
Tatsache, daB die Linearkombinationen der Funktionen ,*f—f (ebenso
wie f*8,—f), f € L' und % € @, in Ly(@) dicht liegen, ergibt sich das Gewiin-
schte.

(iii) wurde in [1], Satz 12, bewiesen.

Ein Beispiel soll zeigen, daB 8, non<> 8., die in Proposition 2 (i) verlang-
te Forderung der gleichmiBigen Konvergenz auf kompakten Teilmengen
nicht weggelassen werden kann. Wir betrachten die additive Gruppe
der reellen Zahlen R. Jedem a:= ({z,,...,®,},n), ;e R und ne N,
ordnen wir ein Maf

Uoi=n"" Zm(w) d,

zek,
zu, wobei

m
E,:= {ijw,: 1< kjgn}
und
m
m (@) :=card{(ky, ..., kp): @ = D'kyay).
i=1
Fir v e {wy, ..., @,,} i8t |6, % u,— u,ll = 2/n, daher fir alle € R gilt
]im(az*f‘c_:ua) = 0.

Fir v:=0y 1 ist aber Va: |veu,—p, =2, denn u, und vy,
(absolut stetig {)eziiglich 2) sind zueinander singular. u, ist daher nicht 8,
(= 8, fiir abelsche Gruppen).

8arz 1. (i) (a) 8, = W,,; (b) 8, <> W,, genau dann, wenn die Gruppe
diskret ist.
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(ii) (a) Wy = Ugy; (b) W, < U,, genau dann, wenn G kompakt ist
(fiir kompakte Gruppen ist W, < U,,); (c) fir Folgen gilt: W, <> U,, .

Beweis. (i) (a) ist selbstverstandlich.

(i) (b) Wenn die Gruppe diskret ist, so ist L'(G) mit dem Raum aller
beschrinkten RadonmaBe identisch, somit gilt natiirlich 8, < W,.
In [8] wurde schon anhand eines Beispiels 8, non< W, gezeigt. Wir
wollen diesen Sachverhalt etwas allgemeiner formulieren und beweisen.
Dazu benétigen wir (wie in [8] schon bemerkt wurde):

(7) Ist u, ein S,-Netz, so lim|u,— ().l = 0; (#,), bezeichnet den
absolut stetigen Anteil (bgziiglich A) von y,.
Fiir ein g € L'NP gilt namlich
llta — (Ha)all + (tta)a — 9 * thall = llpta— g * ptall > 0
(weil die beiden Summanden zueinander singulir sind). In nicht diskreten

Gruppen kann es daher keine S,-Netze mit singuliren MaBen (insbeson-
dere mit Mafen von endlichem Triger) geben.

(8) In jeder mittelbaren Gruppe gibt es W,,-Netze von Mafen mit
endlichem Triger.

Dies folgt unmittelbar aus:

Fiir jedes u e P(@), fe L'(@) und ¢> 0 gibt es ein u’' € P(G) mit
endlichem Triger, sodaB |u*f—u'*fl, < e ist.

Entsprechendes gilt fiir f*u.

Der Beweis ergibt sich aus Standardiiberlegungen (cf. [9], Chapter 3,
§ 5.8). Ist u, ein W,,-Netz und gilt

Vf e L' lim ugxf — poxflh = 0,

80 ist auch u_ ein W,,-Netz (im Falle W, ist ||f*u,—f*u.|| — O die entspre-
chende Voraussetzung), somit 148t sich aus jedem W,,-Netz durch Sto-
rung in der rechten (fiir ¥ = r) bzw. linken (fiir y = l) starken Operator-
topologie ein W,,-Netz von Maen mit endlichem Triger gewinnen; derar-
tige Netze erfiillen in nicht diskreten Gruppen (obige Uberlegung) niemals
die Bedingung 8,.

(ii) (a) wurde i.w. schon in [1], Satz 1, bewiesen (vgl. Proposition 1).

(ii) (b) Fiir kompakte Gruppen ist nach [8], Proposition 2, W,, <> U, .
Ist die Gruppe nicht kompakt, so konnen wir ein U,,-Netz , konstruieren”,
das die Eigenschaft W, nicht erfiillt. Wir wollen dies fiirden Fall U, + W,
tun und die im Falle U,, + W,, benétigte zusitzliche Uberlegung skizzieren.

Wir beniitzen folgende Hilfsiiberlegung:

(9) Hat ein MaB u, das endlichen Triger (Tru =: {=,, ..., #,}) besitze,
die Eigenschaft »;'x; ¢ UU™' fir ¢ *j und eine vorgegebene
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1-Umgebung U, so gilt fiir jedes f € L', das auBerhalb von U ver-
schwindet: |juxfll, = IIfll;-

Aufgrund der Voraussetzung iiber Tru sind namlich die Funktionen
@ — f(x;' o) auBerhalb der paarweise disjunkten Mengen x;U Null. Weil
es fir jede 1-Umgebung U (fiir diskrete Gruppen mul man card U > 2
verlangen) ein f e Ly(@) mit ||f|l, =1 gibt, das auBerhalb von U ver-
schwindet, ersieht man aus (9), da8 Netze u,, fiir die Tru, die in (9) ver-
langte Bedingung erfiillt (V a und ein festes U)niemals der Eigenschaft W,
geniigen konnen (siehe (2) oben).

In jeder nicht kompakten Gruppe gilt:

(10) Es gibt ein U,,-Netz von MaBen mit endlichem Tréiger, sodal
V K c G, kompakt Ja(K) Va> a(K): ®,y€ Tru, = #4y
> o'y ¢ K.

Aus (9) und (10) ergibt sich sodann die Existenz eines U, Netzes,
das W,, nicht erfiillt.

Beweis von (10). Wir geben fiir ¢ > 0, &,,..., %, € UCr, vy, ...,v,€ P(@)
und K (<= G und kompakt) ein x’' mit endlichem Tréiger an, fiir welches
2,yeTru =2 'y ¢ K und |(u"*v;— u’) (k)| < &. Wegen (8) gibt es in der
Gruppe W,,-Netze mit endlichem Trager, somit I u(Tru =: {2, ..., 2,}),
das aufgrund von Proposition 1

VieG@Vi,j: luev(hy) —p(hy) <e

erfiillt. Wir setzen »,:= 4§, und betrachten die r(s+1)m-Tupel reeller
Zahlen t(y):= (vi(,zk(hj)))‘,,,k. Weil |9y, (hy))| < Ibll i8t, liegen die
Vektoren #(y), ¥y €@, in einer beschrinkten Teilmenge des R"*+!™; eg
gibt daher eine Partition von G (G = Y,UY,u ... UY,) durch endlich
viele Mengen, sodaB fir v,y € Y; = [{(y) —t(¥')lo < & gilt. Es muB
ein Y (= X;) geben, welches nicht relativ kompakt ist; in ¥ gibt es eine Fol-
ge paarweise verschiedener Punkte y,, ¥,, ..., 80da

Vi #j: y;7'y; ¢ (Tru) K(Tru)™';

denn angenommen es gibe nur endlich viele Punkte %,,...,%,, die
dieser Bedingung geniigen, so miillte fiir jedes weitere y € Y die Beziehung
y7 'y e (Tru)K(Tru)™! fir ein gewisses ! (bzw. y 'y, € (Tru)K(Tru)™!
was man dhnlich behandeln kann), also

Y < ,U Y (Te ) K (Tr )"

folgen, entgegen der Vereinbarung iiber Y. Wir definieren nun

m
pi= Zﬂ(mk) Oppary  Trp' = {181, ooy YT}

k=1
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erfiillt
(y;2;) (Y, ) ¢ K fiir ¢ #£ 5.
Es ist nur noch
Vi, g |( #v—p') (B)| < 3e
zu zeigen. Weil ¥, ..., ¥, € ¥, 80 ist Vk: |[t(y,) —t(#1)lle < & d.h.

Vi, j,k: |Vi(ykzkhj)—”i(ylzkhj)| <é&
also

m

s % v, (y 1) — 1" % vi(By)| < 2 B (@) ¥ (y 2, By) — Vi (g2, )| < &
k=1

Nach Voraussetzung iiber u gilt

| e *“’i(yl hy) — /“(ylhj)l <e
also insgesamt

(9 — ") ()| << 1(" %9) () — (% 9) (g )|+ 1% 9 — ) (3, )| +
+ (18 % %) (3, By) — (1" %) (Ry)] < Be.

Der Beweis fiir U, # W, verliuft analog.

Bemerkung. U, % W, in nicht kompakten Gruppen koénnen wir
nur unter einer zusitzlichen Voraussetzung beweisen, die aber fiir alle
kompakten Erweiterungen zusammenhingender (mittelbarer) Gruppen
oder fiir Gruppen mit relativ kompakter invarianter 1-Umgebung
erfiillt ist:

Es gibt eime 1-Umgebung U mit A = {wuo™': ue U, 2 €@} #G.

Wir miissen von einem §;-Netz ausgehen (Proposition 1 liefert nicht
die gewiinschte Gleichméafigkeitsaussage) und erhalten nicht Summen
von Punktmagen, sondern MaBe der Form )Y d,m; 8,, Trm, < W, wobei

k

W so gewahlt ist, daB W 'o,WNA = @ fiir ein x, € A° gilt. Wenn f € K(G)

und Trf < V und y, so gewahlt (dhnlich wie oben) ist, daB die Mengen

@Yy VU, Y, V paarweise disjunkt sind, so gilt fiir p' 1= ' dymy 0y,
k

185, % 1" #f — w’ % fll = 21 fll1,

das Netz u, kann daher nicht W, erfiillen, bei geeigneter Wahl von y;
ist es aber U,.

(ii) (¢) Wir verwenden die Tatsache, daB eine Folge g, von Funktio-
nen aus L'(@) genau dann gegen Null konvergiert, wenn sie beziiglich
der schwachen Topologie o(L', L®) gegen Null konvergiert und lokal
stochastisch gegen Null konvergiert.
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Unter der Voraussetzung u, ist eine U,-Folge (die anderen Fille
lagsen sich analog beweisen) zeigen wir, dag fiir alle f € K (@) und » € P(G)
die Folge g, := (v*u, —u,)*f gegen Null konvergiert; das geniigt, denn
liv* g, — pioll < 2 und K (@) liegt in L' (@) dicht. Zuerst zeigen wir die schwa-
che Konvergenz. Fiir ¢ € L* gilt

[on@e@)dy = [[[(F(E"s7 y ) —F(t7"y))p(y) dyd(s) dua (1)
= (”*:un_.“n)(h)i

wobei h(t) := [f(t"'y)p(y)dy, weil fe K(@) ist h € UCr, und nach Vor-
aussetzung gilt

B (3% o, — ) () = 0.

Die lokal stochastische Konvergenz ergibt sich wie folgt (K = @
kompakt, sei vorgegeben): g,(y) = (v%u,—py)(,—1 f)—>0 fiir alley €@
nach Voraussetzung an u,. Weil # — . f beziiglich der sup-Norm (f € K (G)!)
eine stetige Abbildung ist, mufl die Menge {y_ f : y € K} totalbeschrankt
sein, daher konvergiert g, sogar gleichmiBig auf K gegen Null, insbeson-
dere stochastisch.

SATZ 2. Fir eine [FC] -Gruppe gilt:
(i) 8, <8,
(ll) Wrz ° le’
(iii) Uy, < U,,.
Zum Beweis benotigen wir folgendes
LEMMA 1. In einer [FC]™-Gruppe gibt es ein zentrales S,-Netz.

Beweis. In [6] folgende Proposition wurde bewiesen: @ e [FC]~
dann und nur dann, wenn

(*) V K (kompakt) =« G; Ve >0 geZ(L"): |6,*g—gl, < &.

Wir benétigen hier nur die eine Richtung ( =), die sich aus dem Struk-
tursatz von [FC]™-Gruppen (cf. [11]) und der entsprechenden Tatsache
fiir diskrete [FC]-Gruppen — was von Leptin in [7] bewiesen wurde
— ergibt. () bedeutet nach Proposition 2 die Existenz eines zentralen
S;-Netzes.

Beweis des Satzes 2. (i) u, erfillle 8,. Fiir ¢ > 0 und » € P(G) gibt
es ein g € L'NP, sodaB |v*g—g|l, < ¢ und g € Z(L') nach Lemma 1. Zu ¢
gibt es ein «,, sodafl

va> ag: g% pha— thall = llta®*g — pall < €.
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Somit fiir a > g ist

llv# pta — peall
S lvegepa—gepll+ lv*p,—vegepol 4 |Ig*p. — sl
< g —gll+ v+ po—vepxgl+e
S et lpa— s * gl +& < 3e.
(ii) e> 0, »e P(@), fe L' seien vorgegeben, und ¢ € Z(L')NP wie
oben gewdhlt, also |lv*g—g|l, < e. Wenn u, den Begriff W, erfiillt, so
da, Va> ap: llu4g#f—parflh < e,
somit fiir a > a, gilt

(v g — pta) #f 1l
S wgspaxf—grpa*flly+ (v *pp,—veg*pa) *flly + (g * ta — pta) #f Iy
< lveg—glillflli+ v (e — pa*g) 2 f 1l + (a9 — p52) #f 1y

< ellflli+ I(pta— pa*g) #fllL +& < lflls + 2¢.

(i) e>0, heUCr, ve P seien vorgegeben; |vxg—gl|, <e (wie
oben); u, sei ein U,,-Netz, somit

JagVa > ap: |(parg—pa) (v**h)| < &

(es wurde (6) und h e UCx = v*h sowie (v*h ) € UCx beniitzt). Es
gilt fir a > a,:

(v % g — 1) (R)]
K |(vwgwpsa— g paa)(R)| + |(v* ptg— v g * ) (B)| + (9 * s — 32 ) ()|
< Iveg— gl Blloo + [(4a— g * o) (v* * h)| + &
< &|hlly+ 2¢.

Die Gruppe G; := Z X ,Z, (halbdirektes Produkt der Gruppe ganzer
Zahlen Z mit der multiplikativen Gruppe der Zahlen 1 und —1; 0(1)n = n,
a(—1)n = —n fiir alle n € Z) ist nicht aus [FC] und es gibt dort eine S,-
Folge, welche mnicht 8, erfiillt (cf. [8]). Gy ist diskret, daher S, W,
(< U, fir Folgen), U,, <> U, somit sind in G; adjungierte Begriffe nicht
aquivalent.

SATz 3. Fiir G € [SIN] gilt W,, < W,,.

Beweis. Weil G aus [SIN] ist, gibt es eine Basis U, von invarianten
1-Umgebungen; die Funktionen (1/( Ua))cva, wobei ¢ die charakteri-
stische Funktion bezeichnet, bilden eine zentrale approximierende Eins
(die Umkehrung ist auch richtig — nach einem Resultat von R. Mosak —
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wird hier aber nicht bendtigt). Somit gibt es fiir e> 0 und fe L' ein
g€ Z(L')nP, sodaB

If—F*glh = If —g=fl, <e.
Wenn u, ein W,,-Netz ist, so gibt es ein a, mit
a>ay > (u.*v—p,)*gll, <e (veP sei vorgegeben).
Also ist

If * (pa® v — )l
S (F—F*g)*(ua*y— o)y + 12 g% (o % v — pa)ll,
K 2| feg—Fflli+ 1l llg* (1o %y — pa0)lly
< 2+ [Ifll1 I(pea*v — pa) *glls < (2 +1Ifll,) &.

Somit ist u, auch ein W,-Netz; die Umkehrung ergibt sich analog.
In SIN-Gruppen stimmen die linke und rechte uniforme Struktur iiberein,
daher U,, = U,, = U,.

Das folgende Korollar wurde bereits fiir den Fall W, <> W, in [8],
Proposition 5, mit anderen Methoden gezeigt.

KoROLLAR. Wenn @ € [FIA]™, dann sind alle Eigenschaften W, zu-
einander dquivalent. Dasseble gilt fir die Eigenschaften U, (#, y=1r oder 0).

Der Beweis ergibt sich aus Satz 2 und Satz 3 sowie aus der Tatsache,
daB [FIA]™ = [FC]™ Nn[SIN] (cf. [4]).

Wir geben nun ein Beispiel einer Gruppe G, die nicht SIN ist (wohl
aber eine kompakte invariante 1-Umgebung besitzt) und konstruieren
eine U, w-Folge u,, die nicht U, erfillt. Gg = RXZ xT (T bezeichnet
die additive Gruppe der reellen Zahlen mod 1) mit der Multiplikation

(®y m, t) (21, Myy 2y) 2= (B+ 21, m+ My, T +E, 4 2M,).

Die Funktion hy(2, m, t) : = cos2xt ist (wie man leicht nachrechnet)
in UCl, aber nicht in UCr. Die MaBfolge u,:= (1/A(4,))c,, , Wwobei
A, :={®,m,t): 0<o<n, n<m< 2n}, erfillt 8, und 8; (einfache
Rechnung).

Wir beniitzen

LeEMMA 2. Ist die Folge V, eine Basis von 1-Umgebungen der Gruppe
Q und u, eine Folge von MapPen mit kompaktem Triger, die 8, erfillt, so
gilt fiir jede Partition B, ; von Tru,, die der Beziehung B, , < @, ; V, (fiir
gowisse ;) gewiigt:

By = %‘ tin(Bni) 0z, ,, 18t eine U,-Folge.

Im Falle B, , < V,,, erhilt man eine Uy-Folge.
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Der Beweis ergibt sich aus Routineiiberlegungen.

DieFolge V,,:=[—1/n,1/n] X {0} X [—1/n,1/n] bildet in der Gruppe
@y eine Basis von 1-Umgebungen. Fiir (z, m, t) € Tru, gilt m > n, daher

(2, m, ) V,NRXZx {0} #0.

Wir konnen demnach eine Partition B,, von u, finden, sodaB
B, "R XxZ x {0} # @ ist und B, ; erfiillt die in Lemma 2 geforderten Be-
dingungen. Ist u, die in Lemma 2 konstruierte U,-Folge, so wissen wir,
daBl Try, aus endlich vielen Punkten besteht, die — bei geeigneter Wahl
— alle in der ,Ebene” R x Z x {0} liegen. Fiir die oben definierte Funk-
tion &, gilt hy(z,m,0) =1 und hy(z, m,=/4) =0, daher u,(h) =1,
wahrend (8,0,ns)* fa)(Bo) = 03 py, ist daher keine U,-Folge.

Insgesamt erhalten wir fiir die Gruppe Gg:

(i) W, W,, weil G5 € [FC]™.

(ii) W,, non< W, wie das eben besprochene Beispiel zeigt.

(iii) U,, non< W,, (siehe Satz 1).

(iv) 8, non< W,,, weil Gy nicht diskret ist.

(v) U, non< U,, denn die Folge } (u,+ u,) (4, bezeichne die eben
konstruierte U,,-Folge, die U, nicht erfiillt) ist U, (u;, ist U,;, somit auch U,
nach Satz 2; U, (bzw. U,) = U;), aber nicht U,, denn sonst wire uj
eine U,-Folge, somit (Adjunktion) u, eine U,-Folge, was in G5 (Satz 2)
mit U, gleichbedeutend ist.

Betrachtet man die Gruppe ® := G; X@g (G, ist die oben erwihnte
nicht [FC]-Gruppe), so sind keine der 12 Begriffe 8,,W,,, U,,, U,zu-
einander dquivalent (genauer: es gilt keine Implikation, die nicht in (5)
genannt wurde). ® hat eine kompakte 1-Umgebung. Die entsprechenden
MagBfolgen lassen sich explizit angeben (auBer U,, # W,).

Wir benétigen:

SATZ 4. (i) Das Produkt u, @ vs von 8, (bzw. W) - Netzen ist wieder ein S,
(baw. W,,) -Netz.

(ii) Das Produki zweier U,,-Folgen tst ein U,,-Nelz.

(iii) Ist G, kompakt, so ist das Produkinelz auf G,xQ, zweier U,,-
Netze wiederum ein U,,-Netz.

(iv) Das Produkt zweier U ,,-Nelze ist i.a. kein U,,-Netz.

Beweis. Die zu einem Produkt u, ® v, gehorige Indexmenge besteht
aus den Paaren (a, f) und der Relation (a, ) <(ay, 1) ®a<a, und
B< B

(i) Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Proposition 2 (i) und aus
der Tatsache (fir den Fall W, ), daB jedes fe L'(G, x@,) sich durch
Summen von Funktionen (¢, t3) = f1(¢;)f2(t2) mit f, € L'(@,) bzw. f, € L'(Q,)
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approximieren lafit. Man beachte, da8 ein MaB auf @G, X G, i.a. nicht
durch Linearkombinationen von ProduktmafBen approximiert werden
kann

(ii) Wegen Satz 1 148t sich diese Aussage auf Punkt (i) zuriickfiihren.

(iii) Wenn G, kompakt ist, so kann man jedes k € UCr(@, X @;) durch
Summen von Funktionen der Gestalt (¢,, t;) - h,(t,) hy(t,) mit h; e UCr(@,)
in der sup-Norm approximieren.

(iv) Wir betrachten die Gruppe Z der ganzen Zahlen (hier ist U,,
= U, = U,, weil Z abelsch ist). Es gibt (vgl. [8], Proposition 3 (iii), oder
Satz 1 (ii) (b)) ein U,-Netz u, von Mafen mit endlichem Trager, soda
Va: 2,9y € Tru,, # #y = |z—y| > 2. Die Folge

1 n
vn:=;,;6k

hat die Eigenschaft §,. F bezeichne ad hoc die abzdhlbare Menge aller
beschrinkten Funktionen auf Z, die nur an endlich vielen Stellen die
Werte 1 bzw. —1 annehmen und sonst Null sind. Es gibt eine Folge
fn€l® sodaB Vn: f, e B und VfeE Vn,dn > ny: f, = f. Wir definieren

h1:=f1, hn:=2fk+1_fk ful' 2k<n<2k+l und k=1’2""
Es gilt sodann
n
27" Db =fo  wnd |yl < 3.
k=1

h(2yy 25) 1= hy (29) Tr 2, >1 und h(2y,2,):= 0 fiir 2, < 0 definiert
eine Funktion h € I®(Z XZ) = UCb(Z x Z). Nun gibt es fiir alle a, aufgrund
der Voraussetzung an Try,, ein f e E, sodaB

(61*:“11—.“11)(.") = 2.
YV (ng, @)In > my: f, = f; daher

(( 8 ®4,)» (72n® Ha) — (vzn ®,“a)) (b) = an Q@ (0y%p,— pa) (k)

= 27" 3 (8w pa— o) () = (8% pra—pa) (f) = 2.

k=1
Das Netz v, ® u, kann demnach nicht U, erfiillen.
In der Gruppe G stimmen adjungierte Bergiffe nicht iiberein, denn in @,
gibt es eine S,-Folge u,, die nicht 8§, ist (siehe oben). Gy besitzt eine S;-
Folge »,. u, ®v, kann nicht 8§, sein, sonst wire u,, nach (11) eine S,-Folge,
u, v, ist aber (vgl. Satz 4) eine §;-Folge. Dieselbe Folge ist nicht W,,,
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denn g, ist nicht W,,, wohl ist es eine W;-Folge (vgl. (5): 8, = W,,).
Nach Satz 1 (ii) (c) ist fiir Folgen W,, mit U,, dquivalent, daher ist obige
Folge U,, (aber nicht U,,). ® ist nicht kompakt, daher nach Satz 1 (ii) (b)
ist W,, non< U,,, ebenso W, non< U, nach der anschlieBenden Bemer-
kung. Satz 4 (ii) und (v) ergibt schlieBlich U, non < U,,,.

In obigen Uberlegungen haben wir beniitzt

(11) Wenn g, ein 8,-Netz (bzw. W, bzw. U,, bzw. U,) ist, dann ist ¢ (u,)
wieder ein solches, fiir jede Quotientenabbildung ¢ von @ auf G/N.

Der Beweis ergibt sich aus Routineiiberlegungen (im Falle W,, be-
niitzt man den in [9], Ch. 3, § 4, definierten Operator Ty, von L'(G) auf
L'(G/N) und die Eigenschaft Ty (d,%f) = or*Tn(f)).

Es ist selbstverstandlich, daf

(12)  p, ist ein W, ,-Netz und Vfe L': lim |[(u, — u.)*fll, = 0 = u. ist ein
W,.,-Netz. Analoges gilt fir W,,. °

Zu dieser Aussage geben wir folgendes

Beispiel. G;;:= ZZ x ,Z (das halbdirekte Produkt der kompakten
Gruppe aller zweiseitigen Folgen der Zahlen —1, + 1 und der Gruppe aller
ganzen Zahlen; o(2)(k):= (¥;.,);), K:={k,0): keZ?}; G/K ~ Z;
n bezeichne die Quotientenabbildung von G;; auf Z.

Unter der rechten (bzw. linken) Operatortopologie wollen wir die von
den Halbnormen |lu=fl, (bzw. |f*ul,) auf P(G) induzierte Topologie
verstehen. In G;; gilt (vgl. (12))

(13) Fiir jede W,-Folge u, gibt es Folgen u, bzw. u,, sodaB u, nicht
mehr W, erfiillt, aber u,—u, — 0 und g, —u, — 0 in der rechten
bzw. linken Operatortopologie.

Aus (12) und Satz 2 (G; € [FC]™) folgt insbesondere W, + W,.
Man kann (siehe (11), (12) und den Beweis von (8)) jede W,-Folge in
G;; durch eine W;,-Folge von MaBen u, mit endlichem Traiger, die
7(p,) ([—2n,2n]) = 0 erfillen, in der rechten Operatortopologie ap-
proximieren.

Va:= {(k,0): k; = 0 fiir —n < j < n} bildet eine Basis von 1-Umge-
bungen. Fiir (k, 2) € Tru,, ist |2| > 2n+ 1, daher gibt es a, b mit a,be V,
und a(k,2)b = (1,2). Wenn

Un = 2 dj 6:1:,-
j
ist, so erfiillen
:u;l = 2 dj 6:l:jbj und ”:t, = 2 df 6ajzjbj
i 7

a8 Gedwiinschte (u, kann wegen (11) nicht W, sein).
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Bemerkung. Wir geben zu Satz 4 (iv) die Verscharfung:

Bs gibt Netze von WahrscheinlichkeitsmaBen aus 1 (dem Dualraum
aller beschrimkien Folgen reeller Zahlen), die gegem invariante Mittel kon-
vergieren, sodap das Produkinetz (in 1° (N X N)) auch Mittel als Beriihrpunkte
besitzt, die nicht invariant sind.
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