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DIE FASTDIREKTEN ZERLEGUNGEN
EINER ALLGEMEINEN ALGEBRA, II*

VON

MANFRED ARMBRUST (BONN)

§ 5. Treue fastdirekte Zerlegungen. Sei € ein — im folgenden fes-
tes — voll durchschnittsabgeschlossenes, die Identitit in A enthaltendes
System von Kongruenzrelationen der Algebra A. €' ist dann selbst ein
vollstéindiger Verband; + resp. > mogen jetzt das Supremum in € bezeich-
nen; [.,.] ist ein Intervall in . Unter den fastdirekten Zerlegungen von
A sollen nun diejenigen betrachtet werden, welche das Hiillensystem ¢
kanonisch direkt zerlegen (!):

~

Definition 5. Die fastdirekte Zerlegung R < € von A heiBit O-treu,
wenn (' ordnungsisomorph ist dem direkten Produkt ¥ [g, A x A] ver-
e
maoge eines Isomorphismus ¢ mit pr,po = o fiir alle pe R und oe[o, A x A].
Der kanonische Isomorphismus ¢ ist eindeutig bestimmt: Sei niimlich
ceC und peR; dann ist pr,ge = pr,po+pr,po = pr,(pe+q¢o) = pr,e(o--
+0) = o+o. Wegen p+p" = AxA fiir g,p'eR mit p # p’ hat man
damit fiir beliebiges oeC

go = N plo+0) = ¢ (N (o+a)),

oeR oe R
mithin ¢ = (") (0+¢). Diese Bedingung ist charakteristisch fir die
oel?
C-Treue:

SATZ 16. Kine fastdirvekte Zerlequng R < C wvon A ist C-trew genau
dann, wenn, fir jede Relation oeC, () (o+0) = o ist (2).
oeR
Zum Beweis dieses Satzes zunichst

* Dissertation, Bonn 1964. Fiir Teil I siehe [1].

(!) Zur Theorie der Zerlegungen vollstindiger Verbiinde siehe § 8, insbesondere
Satz 34. Die Kanonizitit der Zerlegung von C in die Enden [0, 4 %X A] (Definition 5)
fliesst aus der Tatsache, dass das Intervall [g, 4 x A] in C(A) kanonisch isomorph
ist dem Kongruenzrelationenverband der Algebra 4 /g.

(*) Das bedeutet natiirlich, dass jede Faktoralgebra A /¢ mit ceC kanonisch
fastdirekt zerleg}/ﬁfd’?'{ )\ .a ) - |
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2 M. ARMBRUST

Hivrssatz 4. Sei R fastdivekte Zerlegung von A wnd 2u jedem oeR
o, eine Kongruenzrelation von A mit o, > o. Dann ist, fiir beliebiges
00eR, 0 ()0, = 0.
oeR
Beweis. Trivial ist 00'0\: g, © 0,3 umgekehrt folgt aus za, y
13

0o ~ [ Oy = 00% ™ G Y ~ () Y

oeR oeR
e#ey
=02~ [)o¥=> 0rn () ey # 0.
oeR oeR
279 eF0

Nun zum Beweis von Satz 16: Sei R < C fastdirekte Zerlegung von
A und, fir jedes oeC, () (¢+0) = o; dann ist die Abbildung ¢: ¢ —
celR

)%[Q,A X A] mit go= (04 0),x ein Ordnungsisomorphismus mit pr,go= o
Q€

fir oe[p, AxA]: Trivial aus ¢ < ¢’ folgt ¢o = po’, und umgekehrt
zieht o+o0 < o+4o', fiir alle peR, 0 = (" (0+0) = ((0-+0') = ¢ nach
. eR o2

sich; schliefilich hat man zu beliebiger Folge (o,),, mit o,e[p, 4 x 4],
0: = () o,¢C und, mit Hilfssatz 4, go = (0,)pr-

oelR

Man folgert ohne weiteres das

KOROLLAR. Fine fastdirekte Zerlegung R < C von A ist C-trew genau

dann, wenn jedes o C darstellbar ist als (1) o, mit geeigneten c,e[p, A x A].
QER

Selbstverstéandlich ist C-Treue keine innere Eigenschaft der fast-
direkten Zerlegungen. Zu jeder fastdirekten Zerlegung R von A gibt

es ein kleinstes C, derart daB R C-treu ist, nimlich ¢: = [ o: R < R}.
oeR’
C-treue fastdirekte Zerlegungen sind nicht als Mengen von Kongruenzrela-

tionen mit rein verbandstheoretischen Bedingungen charakterisierbar:
Man adjungiere in Beispiel 6 die Operation k:

0/1]2|3|4]|5
1|2]3[4]5]0

2
| ke

Dann wird O(4) = {id, g,, 0, A X A}, mithin ist die direkte Zerlegung
{02, 0} C(A)-treu. Dieser Kongruenzrelationenverband ist isomorph dem
aus Beispiel 5, aber dort ist {p, o} keine direkte Zerlegung von A.

Ist das Hiillensystem € als Verband distributiv, so ist natiirlich
jede endliche direkte Zerlegung R < (' von A C(-treu; wenn (' auBerdem
noch induktiv ist, sind die C-treuen direkten Zerlegungen sogar genau
die endlichen direkten Zerlegungen R < ('

HILrssATz 5. Sei R eine C-treue fastdirekte Zerlegung von A wund C
duktiv. Dann ist, fiir beliebige a,be A, apb fiir fast alle oeR.
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Beweis. Sei U das System aller Teilmengen R’ < R, die fast alle
oe R enthalten. Dann ist wegen der Induktivitit von ¢
"= Q9= Y0,
andererseits fiir jedes g e R, wegen R— {g,} e!l, 0,+0 = 4 x A und deshalb,
mit der C-Treue von R, ¢ = A X A; also gibt es zu beliebigen a, beA
ein R el mit a((M) o)b.

oelR’
Beachtet man, daB es zu jeder direkten Zerlegung R von 4 Elemente

a,bed gibt, derart dal agb fir kein geR gilt — es gibt ja, zu jedem
oelt, a,, b, mit oa, # gb,, und man setze {a}: = (M) ga,, {b}: = N 0b, —,
so hat man e ek

SArz 17. Ist das Hiillensystem C induktiv, so ist jede C-treue direkte
Zerlegung von A endlich.

KOROLLAR. Jede C(A)-treue direkie Zerleqgung einer Algebra A mit
endlichstelligen Operationen ist endlich.

§ 6. U-Zerlegungskongruenzen. Kongruenzrelationen von A, welche
in C-treuen fastdirekten Zerlegungen von A vorkommen, mogen C-Zer-
legungskongruenzen heiflen. Man rechnet sofort nach, daB jede Vergrobe-
rung einer C-treuen fastdirekten Zerlegung C-treu ist; insbesondere kommt
daher jede von id verschiedene C(-Zerlegungskongruenz in einer zwei-
elementigen C-treuen direkten Zerlegung vor. Somit ergibt sich

SATZ 18. Kine von A X A verschiedene Kongruenzrelation peC von A
ist O-Zerlegungskongruens genauw dann, wenn es eine Relation o' eC qibt,
derart dafp o ~ o' =1id, o0 = A XA, (90+06) ~ (¢’ +0) = o fiir alle geC.

o' ist ein mit o vertauschbares Komplement in ¢'(A4); es wiirde nicht
geniigen, von o’ Vertauschbarkeit mit o und Komplementaritit zu
in ¢ zu fordern,

KOROLLAR. Hine von A x A verschiedene Kongruenzrelation o von A
st C(A)-Zerlegungskongruenz genaw dann, wenn sie ein wmit ihr vertausch-
bares Komplement o' in C(A) besitzt, derart daf (o+o0) ~ (o' +0) = o fiir
alle ceC(A).

Man entnimmt der Definition der C-Treue unmittelbar, daf jede
O-Zerlegungskongruenz zum Zentrum des Verbandes ¢ gehort; die Um-
kehrung ist falsch, wie man an Beispiel 5 abliest. Als Zentrumselement
von ¢ besitzt die C-Zerlegungskongruenz ¢ nur ein Komplement o’ in O,
tiir welches eben g-¢" = A x A sein muB. Da andererseits fiir jedes Zen-
trumselement ¢ von ¢, mit seinem Komplement o’ ¢C, (0+0) ~ (o' +0) = o
fiir alle oeC ist, folgt

SATZ 19. Die C-Zerlegungskongruenzen von A sind diejenigen von
A x A wverschiedenen Zentrumselemente von O, die mit ihrem Komplement
i O das Produkt A x A ergeben.
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KOROLLAR. Die C(A)-Zerlegungskongruenzen sind diejenigen von A x A
verschiedenen Zentrumselemente von C(A), die mit threm Komplement
vertauschbar sind.

Eine C-Zerlegungskongruenz p, ist sogar mit jedem oe( vertausch-
bar: mit Hilfssatz 4 ist ja gy'0 = 0, ((eo+0) ~ (g0+0)) = gy+0; man
beachte iibrigens, dafl in diesem Falle die Bildung des Supremums in ¢
das Kompositum in O(4) liefert.

Aus dem Korollar zu Satz 19 ergibt sich, dall die C(A)-Zerlegungs-
kongruenzen gerade diejenigen Zerlegungskongruenzen von A sind,
welche zum Zentrum von C(A) gehoren. Diese Kennzeichnung gilt nicht
fiir beliebiges O = C(A4), weil der Begriff der Zerlegungskongruenz auf
ganz CO(A) bezogen ist. In Beispiel 6 setze man C: = {g,, p,,1d, A X A};
dann gehort etwa o, zum Zentrum von ¢ und ist Zerlegungskongruenz
von A, aber nicht C-Zerlegungskongruenz, denn es gibt keine (-treue
direkte Zerlegung von A.

Das Zentrum des Verbandes € ist ein Boolescher Teilverband von
C ([2], p. 27). Seien o, ¢ C-Zerlegungskongruenzen und o', ¢’ ihre Kom-
plemente in C; dann gehort p+o zum Zentrum von ¢ und hat das
Komplement o' ~ ¢, und es ist (o+4o): (0" ~ o') = (0°0) (0" ~ o)
=p-(0:(0' ~ &) = o+ (0+ (0 ~ o) = Ax A, also ist g-+o mit Satz 19
entweder C-Zerlegungskongruenz oder A xA. Damit hat man be-
reits den

SATz 20. Die C-Zerlegungskongruenzen von A bilden zusammen mit
A x A einen Booleschen Teilverband des Zentrums von C.

In Algebren mit vertauschbaren Kongruenzrelationen ist der Ver-
band der C(A)-Zerlegungskongruenzen zusammen mit 4 XA nach dem
Korollar zu Satz 19 das ganze Zentrum von C(A); nicht so fiir beliebiges
C < O(A): ein Zentrumselement von C ist dann zwar mit seinem Kom-
plement vertauschbar, das Produkt braucht aber nicht A4 XA zu sein.
Bei distributivem O (A) ist jede Zerlegungskongruenz (' (A4)-Zerlegungskon-
gruenz; eine zu distributivem €' gehoérende Zerlegungskongruenz von A
braucht aber noch keine (-Zerlegungskongruenz zu sein, wie man wieder
an Beispiel 6 erkennt.

Der Durchschnitt iiber ein beliebiges nichtleeres Teilsystem einer
C-treuen fastdirekten Zerlegung ist natiirlich eine C-Zerlegungskongruenz;
der Durchschnitt iiber ein beliebiges System von C-Zerlegungskongruenzen
braucht aber keine C-Zerlegungskongruenz zu sein.

Endliche C-treue direkte Zerlegungen lassen sich als Systeme von
C-Zerlegungskongruenzen mit rein verbandstheoretischen Eigenschaften
charakterisieren. Nennt man ein System R < C dual-unabhdngig, wenn,
fiir jedes gjeR, 0o+ () 0 = 4 x A, so hat man

oeR

e#0g
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SATz 21, Die endlichen C-treuen direkten Zerlegungen wvon A sind
genaw die endlichen dual-unabhingigen Systeme R wvon C-Zerlegungskon-
gruenzen mit () o = id.

oel?
Beweis. Zu gye R ist () oeC komplementir, also ist g, () o = 4 x4
R el
ngéeg egséoo

und damit R jedenfalls direkte Zerlegung von A. Weiter ist fiir jedes
Teilsystem 7' von R und beliebiges oeC

o= (e+0)~ ([ N o)+0),
oeT peR—T
was man durch Induktion iiber |7'| beweist, unter Beachtung der Tatsache,
daBl ein endlicher Durchschnitt von C-Zerlegungskongruenzen wieder
eine C-Zerlegungskongruenz ist; 7' = R liefert damit die C-Treue.
KOROLLAR. FHine aus lauter C-Zerlequngskongruenzen bestehende end-
liche direkte Zerlequng von A ist C-treuw.

Eine aus C-Zerlegungskongruenzen bestehende unendliche direkte
Zerlegung von A braucht nicht C-treu zu sein:

Beispiel 11. Sei A: = {0, 1} mit den zweistelligen Operationen
Jm(meN):
prp,z fir =n = m,

anfm(ﬂl?;?l): - i ('"’7m€N;wa€A)'
prp,y fur n #m

Die g,: = g, sind Kongruenzrelationen, B: = {g,: ne N} ist direkte
Zerlegung von A und daher nach dem Korollar zu Satz 17 auf keinen
Fall € (A4)-treu. Trotzdem ist jedes g, C(A)-Zerlegungskongruenz: einmal

ist nadmlich (1) o, mit jeder Kongruenzrelation o vertauschbar, denn

meN
m£n

aus xpz und pry,z = pryy fir alle m = »n folgt v = f.(v, 2) ofn(y, ) und
Prnfn(y, ) = pr) 2 fiir alle m = n; weiter hat man, mit x(p,+0)y, u, veAd
mit pr,u = pr,z, pr,v = pr,y¥ und wuev. Somit erhilt man aus

l‘(((’n“FQ) ) ((mc; Qm)+0))y

m=n

sofort » = f,(u, x)ofu.(v,2) =y, wobei zed mit xpz und prpz = pryy
fur alle m +# n.

Man kann auch nicht beliebige C(A4)-treue direkte Zerlegungen als
Mengen von C(A)-Zerlegungskongruenzen mit rein verbandstheoretischen
und relationenalgebraischen Bedingungen kennzeichnen:

Beispiel 12. Sei A: = {0,1}Y mit der N-stelligen Operation f:

Prnf(®@ s = PEp®n  (Bped, eN},
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Alle o,: = g, sind Kongruenzrelationen; daher ist R: = {g,: neN}
direkte Zerlegung von 4 und C(A4)-treu: fiir eine beliebige Kongruenz-
relation p folgt namlich aus x(o,+o)y fir alle neN die Existenz von
Uy y Vped mit pryu, = proz, pryv, = prpy und wu, ov,, also & = (U, )y
of (®p)ney = y. Mithin ist jede Kongruenzrelation Durchschnitt gewisser
on. Sel A" die Menge aller ae A mit pr,a = 0 fir fast alle ne N, mit den
m-stelligen Operationen f, (meN,m = 1):

prax, fir 1 <n < m,

’ T
Pl @y g ns g By) = (rped ;nelN).

<
T, &, fir =n>=m
Lvm

0, sei die Einschriinkung der Relation g, auf A’ (neN); selbstver-

stindlich sind alle o, Kongruenzrelationen in A, und fiir beliebiges
0eC(A’) hat man wieder () (o,+0) = o: zu x(0,+0)y fiir alle neN gibt
neN

es Uy, v,e A mit PLyty = Pra®, Pra¥y = Prpy und u,ev,; da hier pr,x
= pr,y fir fast alle ne N, kann man fir fast alle neN, etwa fiir alle
n=m =1, u, = v, =« wihlen und erhilt damit z = f,,(u;, ..., % »)
ofm(vy, ...y vy) = y. Somit ist wieder jede Kongruenzrelation Durchschnitt
gewisser o, und R': = {p,: ne N} offenbar € (A")-treue fastdirekte Zerlegung
von A'. Die Zuordnung o, > o, liefert mit Hilfssatz 1 einen Verbandsiso-
morphismus von C'(A)auf ¢'(A"), der nach Hilfssatz 2 sogar multiplikations-
treu ist; dabei geht die O'(A)-treue direkte Zerlegung R von A in die nach
dem Korollar zu Satz 17 nicht direkte, natiirlich aus lauter € (A')-Zerle-
gungskongruenzen bestehende C(A’)-treue fastdirekte Zerlegung R' von
A’ diber,

Es bleibt schlieBlich noch die Frage nach einer Charakterisierung
aller O-treuen fastdirekten Zerlegungen als Systeme von C-Zerlegungskon-
gruenzen mit rein verbandstheoretischen Bedingungen. Darauf gibt es
in zwei praktisch wichtigen Fillen eine positive Antwort:

Sarz 22. Sei C induktiv oder o+ o' = A x A fiir jedes Zentrumselement o
von C mit seinem Komplement o' eC. Dann ist jedes aus O-Zerlegungskon-
gruenzen bestehende, dual-unabhdingige System R < C mit ((p+o) =0
fiir alle oeC fastdivekte Zerlequng wvon A (3). QR

Beweis. Aus den Voraussetzungen iiber R folgt in jedem FKalle

N e = ()(e+id) = id;

oelR oeR

weiter fir 7 <« R und ce(

o+ N7=Nle+e+ N7 =N(r+0),
el oeR el e

() Ist 0-9" = A x A fiir das Zentrumselement o von ¢ mit seinem Komple-
ment o', so ist ¢ mit Satz 19 O-Zerlegungskongruenz (falls o # A x A); im Falle der
zweiten Bedingung des Satzes 22 kommt man also mit der Forderung aus, dass R
‘aus Zentrumselementen von ( bestehe.
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insbesondere also fir ¢ = (M) p
oeR-1

(N7)+( N o) = A xA;
el oeR—-T
fir endliches 7' = R ist (v O-Zerlegungskongruenz, mithin () 1)-
A el

‘(M o) = AxA. Bei induktivem € findet man wie im Beweis zu
peR—T

Hilfssatz 5 zu a,beA ein endliches 7' = R, so dall agb fir alle pe R—T}
fiir R < R ist da,lm
ﬂ@)an(ﬂ Q)bﬁ(m o)a ~( ) o)b+£0.
e oeR— o'~ R’ oell— (T'~R")
Sei nun p-p" = A x A fiir jedes Zentrumselement ¢ von (' mit seinem

Komplement ¢’eC; dann ist nur noch zu zeigen, da (M) zum Zentrum
zeT'

von C gehirt fir beliebiges T < R, wozu es offenbar geniigt, fiir belie-
biges 0eC, o < (N7)+(0~n N g) zu verifizieren: man hat fir zeT

el 0eR—
s < vt {irt0) ~ (e = Ttk A (Do) O o)
i R 0eR-T
i 0F1
- T—I_(G a m”Q),
also auch eeR—1
acﬂ(r—i—am Q))._ )4(o~ N o.
e 0eR-T 0eR-T

Allgemein ist eine solche Kennzeichnung der C-treuen fastdirekten
Zerlegungen nicht maoglich:

Beispiel 13. A sei die erste Algebra aus Beispiel 12, A" die Menge
aller aeA mit pr,a = 0 fiir fast alle neN oder pr,a = 1 fiir fast alle
neN, ohne Operationen. g, sei die Einschrinkung von g, auf 4" und ¢’

das System aller (M) p, mit M < N. Wegen
neM

/ ’
On* ﬂ Om — A XA
meN
MLR

ist jedes g, C'-Zerlegungskongruenz; weiter bestimmt () 0, die Menge
neM
M eindeutig. Somit ist g, > g, ein Verbandsisomorphismus von C(A)

auf ', der die C(A)-treue direkte Zerlegung R von A in das System
R': = {0,: neN} iiberfithrt, welches aber keine fastdirekte Zerlegung von
A" ist (vgl. Beispiel 10).

Es ist ungeklirt, ob nicht wenigstens die C'(A)-treuen fastdirekten
Zerlegungen als Mengen von O(A)-Zerlegungskongruenzen verbands-
theoretisch charakterisierbar sind; das Hiillensystem ¢’ in Beispiel 13
ist nimlich nachweislich kein voller Kongruenzrelationenverband. Ist N,
die Menge aller ungeraden, N, die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen,
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so sind die Relationen (1) o,, () 0,0’ vertauschbar; also miiBte ihr
nelN | neNg

Produkt zu €’ gehdren, wenn €' ein voller Kongruenzrelationenverband
wire; das Produkt ist aber die Relation pr,x = pr,y fiir fast alle neN
(#,yeA’), welche offenbar nicht in €' liegt.

§ 7. Das geordnete System der treuen fastdirekten Zerlegungen.
Das System I, (A) aller O-treuen fastdirekten Zerlegungen von A ist
als Teilbereich des Systems F(A) aller fastdirekten Zerlegungen von A
durch die Feiner-Relation geordnet. Jede Vergroberung einer C-treuen
fastdirekten Zerlegung in & (4) gehort wieder zu Iy (A4); daher bilden
die Vergroberungen einer (-treuen fastdirekten Zerlegung in T, (A)
einen vollstindigen Verband; falls eine feinste C-treue fastdirekte Zer-
legung existiert, ist T (4) selbst ein vollstindiger Verband.

Selbstverstindlich braucht eine feinste C'(A)-treue fastdirekte Zerle-
gung nicht auch in & (A) unverfeinerbar zu sein, ja es kann sogar eine
von ihr verschiedene feinste fastdirekte Zerlegung geben. Die Existenz
einer feinsten fastdirekten Zerlegung ist nicht allgemein hinreichend fiir

die Existenz einer unverfeinerbaren C(A4)-treuen fastdirekten Zerlegung:

Beispiel 14. A sei die Algebra aus Beispiel 11. Man beweist genau
wie in Beispiel 10, dall jede Zerlegungskongruenz Durchschnitt gewisser
0, 18t; also ist R: = {p,: ne N} die feinste fastdirekte Zerlegung von A.
Weil R sogar direkt ist, ist jede C(A)-treue fastdirekte Zerlegung als
Vergroberung von R direkt und damit nach dem Korollar zu Satz 17
endlich. Hat man aber eine endliche C(A)-treue direkte Zerlegung S,
$0 ist ein o,eS Durchschnitt unendlich vieler p,, darunter Ong weil Ong
(sieche Beispiel 11) und (M) o C'(4)-Zerlegungskongruenzen sind, so auch

@ES
ag#£0g
Ony ™ () ¢ und als Komplement dazu schlieBlich () 0., so daB also
geS 00
g0 n#ENg
(S_{GO}) - 1’9::0, M Qn}
En9g
n#EMN

gemall dem Korollar zu Satz 21 C(A4)-treu und damit echte Verfeinerung
zu S in Iy (4) ist.

An der Algebra A" in Beispiel 12 liest man ab, daf aus der Existenz
einer feinsten €(A)-trenen fastdirekten Zerlegung (nimlich R’) nicht
die Existenz einer feinsten C(A)-treuen direkten Zerlegung folgt: jede
('(A")-treue direkte Zerlegung ist nimlich endlich und daher verfeinerbar
wie in Beispiel 14. Gibt es aber eine feinste C-treue direkte Zerlegung I,
80 ist R bereits die feinste C-treue fastdirekte Zerlegung und damit jede
C-treue fastdirekte Zerlegung direkt: jede C-Zerlegungskongruenz kommt
Ja in einer CO-treuen direkten Zerlegung vor und ist deshalb Durchschnitt
gewisser gpelR.
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Sei R eine nicht verfeinerbare C-treue fastdirekte Zerlegung von A.
Dann ist jedes peR eine maximale C-Zerlegungskongruenz: Wire etwa
o,€ R nicht maximal, also g, < o, g, # ¢ fiir eine C-Zerlegungskongruenz
0, so hitte man, mit dem Komplement ¢ von p in €, o ~ (o' +0,) = 0,

mithin wiiren, zu beliebigem 7 < R—{g,}, (YT ~ound () o ~ (0 +0,)
7T oeR-T
070
zueinander komplementire C-Zerlegungskongruenzen und damit

Nz (N en(e+o) =4x4,
el geR—1T
0#Q)

also wire R: = (R—{o,}) v {0, 0 +0,} fastdirekte Zerlegung von A und
wegen (o+0) ~ (0" +0,+0) = (04 (e0+0) ~ (0 + (e0+0)) = o+o fitr je-
des oe( auch C-treu und somit echte Verfeinerung zu R in T (A). Folglich
ist jede (-Zerlegungskongruenz o Durchschnitt gewisser pe R, denn man

hat ¢ = (M (e+0), und p-+o ist als C-Zerlegungskongruenz oder A x< A
ocR

wegen der Maximalitit von ¢ entweder gleich p oder 4 < A. Damit gilt
der

SATz 23. Hs gibt hochstens eine nicht verfeinerbare C-treue fastdirekte
Zerlegung von Aj; diese ist dann sogar die feinste C-treue fastdirekte Zerle-
gung von A.

Hat das System R von C-treuen fastdirekten Zerlegungen eine ge-
meinsame Verfeinerung Se3q(4), so ist

8: = {ZQR: opell fiir alle Reg{}—-{A X A}

ReRr

eine C-treue fastdirekte Zerlegung und damit grobste gemeinsame Ver-
feinerung zu N in [ (4): fiv 6: = Y opeS hat man ja
R

g = ﬂ(d+5) = (o,
ageS O'GSV
oDa
denn falls ¢ $ o, gibt es ein g5 ¢ ¢ und damit A x4 = gp +0 = o+
+a, weil pg Durchschnitt gewisser o’eS ist; daraus folgert man wie
im Beweis zu Satz 10 die Behauptung.

SArz 24. Zu jedem System R von C-treuen fastdirekten Zerlegungen
von A mit gemeinsamer Verfeinerung in Lo(A) gibl es eine grobste gemein-
same Verfeinerung in T (A).

Zusatz: Zu R < Ip(A) existiert die gribste gemeinsame Verfeinerung
genaw dann, wenn

8: =Y on: opeR fir alle ReR} — {4 x 4}
ReR
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C-treue fastdirvekte Zerlegung ist; S ist dann die grobste gemeinsame Ver-
feinerung zu N.

Diesem Zusatz entnimmt man sofort, daB die grobste gemeinsame
Verfeinerung zu N in Yuy(A) auch griobste gemeinsame Verfeinerung
zu R in F(A4) ist. Besitzt ein System RN von fastdirekten Zerlegungen
von A eine C(4)-trene gemeinsame Verfeinerung 8, so ist jedes ReR
als Vergroberung von § selbst C'(A)-treu, und es gibt eine — ebenfalls
C(A)-trene — grobste gemeinsame Verfeinerung zu R in F(A4). Anderer-
seits kann es sehr wohl zu einem System von C(A)-treuen fastdirekten
Zerlegungen eine grobste gemeinsame Verfeinerung in &(A4) geben, ohne
dali eine C'(4)-trene gemeinsame Verfeinerung existiert. Zu dem System
aller (endlichen) C'(A)-trenen direkten Zerlegungen der Algebra A aus
Beispiel 11 ist R = {o,: ne N} einzige und damit grobste gemeinsame
Verfeinerung in &(4); R ist aber nicht ¢ (A)-treu.

Aus Satz 24 folgt weiterhin, dafl es zu jedem System R von fast-
direkten Zerlegungen, welches mindestens eine ((A)-treue Zerlegung
enthilt, eine feinste gemeinsame Vergriberung in &(A) gibt. SchlieBlich
besitzt jedes nichtleere System von C-treuen fastdirekten Zerlegungen
eine feinste gemeinsame Vergroberung in & (A).

Ziwel (-treue direkte Zerlegungen R,, R, besitzen stets eine (direkte)
grobste gemeinsame Verfeinerung in F(4). Da das Supremum zweier
C-Zerlegungskongruenzen entsprechend der Bemerkung im Anschlufl an
das Korollar zu Satz 19 mit dem Kompositum in ¢/(4) iibereinstimmt und

M (e1+e,) = M (ﬂ (01+02)) = () ¢, =id,

o€y 01y 09eRy 01€l%y
09¢el?y

ist via Korollar resp. Beweis zu Satz 10
N: = {o1 102t 1Ry, pye Ry} — {4 A}

direkte Zerlegung; natirlich ist & auch O-treu, denn man hat

M (e1toto) = N (N (e1+0:+0) = N (0,+0) =0

o1y 1Ry ogeRy e1¢Ry

09ely
fir jedes geC. Erfiillt ¢ eine der beiden Bedingungen des Satzes 22, 80
ist zu den CO-treuen fastdirekten Zerlegungen R,, R, wieder

8: = {o140s: 01 Ry, 0se Ry} —{A X A}

C-treue fastdirekte Zerlegung und damit gribste gemeinsame Verfeinerung
zu Ry, R, in T(4); dazu braucht man sich nach Satz 22 nur noch die
Dual-Unabhingigkeit von § klarzumachen. Diese Uberlegungen liefern
den
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SATZ 25. Das System aller C-trewen dirvekten Zerlegungen wvon A ist
bei der Feiner-Relation ein beschrdnkt vollstandiger Verband mit dem Eins-
element {id}. Ist O induktiv oder o-9" = A X A fiir jedes Zentrumselement
o von C mit seinem Komplement o' eC, so bildet ganz Io(A) unter der Rela-
tion < einen beschrinkt vollstindigen Verband.

Die Existenz einer grobsten gemeinsamen Verfeinerung zu zwei (-
treuen fastdirekten Zerlegungen R,, R, in I (A) ist gleichbedeutend mit
der Existenz einer grobsten gemeinsamen Verfeinerung zu R,, R, in
J(4), denn in beiden Fillen handelt es sich um das System aller o, + o,
mit o,eR,, 0,eR,. Uberraschenderweise gibt es nicht in jedem ¢ zu zwei
O-treuen fastdirekten Zerlegungen von 4 immer eine gemeinsame Verfei-
nerung in & (4):

Beispiel 15 Sei A die Menge aller ae{0,1}**" mit nur endlich
vielen verschiedenen , Zeilen” (pri, ., @)y (meN), ohne Operationen;
sel ferner g, ,: = oy, R = {omn:m,neN} und € das System
aller () ¢ mit R < R. Dann sind R,: = {(’?ng’n: meN| und R,:

e’ e
— {ﬂ B 'neIV} offenbar C-treue fastdirekte Zerlegungen von A, wenn
meN

man noch beachtet, daB ae{0,1}¥*" genau dann nur endlich viele
verschiedene Zeilen hat, wenn es nur endlich viele verschiedene ,,Spalten”
(DY) @)men  (neN) gibt., Hitten R, und R, eine grobste gemeinsame
Verfeinerung 8, so miillte fiir beliebige m, ne N

( m Qﬁ,n) ‘{”“( ﬂ Q'm,ﬁ) = Omn

neN me N

zu N gehoren und deshalb § = R sein; R ist aber keine fastdirekte Zerle-
gung von A, denn mit a: = (0)penv, ved und b: = (1)py. . ved ist

(ﬂ Qm,m)a' ~ ( m Qm,n)b = @,

meN n,neN
MAN

Es ist nicht geklirt, ob nicht wenigstens C‘SC(A)(A) immer ein Ver-
band ist; man vergleiche dazu die Bemerkung im Anschluf} an Beispiel 13.
Sei N ein beliebiges System von O-treuen fastdirekten Zerlegungen
von A und die O-Zerlegungskongruenz ¢ darstellbar als Durchschnitt
gewisser oeR fiir jedes ReR; dann ist auch ihr Komplement ¢’ ¢ Durch-

schnitt geeigneter peR fiir jedes ReR, ndamlich ¢ = (M) p, und entweder
ocR
eDo

{o} (falls ¢ = id) oder {s, ¢’} gemeinsame Vergroberung zu RN in Ty (A4);
mithin ist ¢ Durchschnitt gewisser 77, wenn 7' die feinste gemeinsame
Vergroberung zu R ist. Damit hat man den

SATZ 26. Die feinste gemeinsame Vergriberung zu einem System N
von C-treven fastdirekten Zerleqgungen in ILo(A) besteht aus den maximalen
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als Durchschnitt gewisser oeR fiir alle ReR darstellbaren C-Zerlegungskon-
gruenzen.

Fiir nichtleeres R ist in Satz 26 I,(4) durch F(A) ersetzbar; fiir
N = O erhilt man das

KOROLLAR. FEs gibt eine feinste C-treue fastdirekte Zerlequng von A
genaw dann, wenn das System R aller maximalen C-Zerlegungskongruenzen
von A eine C-treue fastdirekte Zerlegung ist; R ist dann die feinste O-treue
fastdirekte Zerlegunyg.

Trivialerweise gibt es bei endlichem I, (A) eine feinste C-treue fastdi-
rekte Zerlegung von A; dabei ist jede C-treue fastdirekte Zerlegung
endlich und daher direkt. Ist der Boolesche Verband aller C-Zerlegungs-
kongruenzen mit 4 < A endlich, so gibt es natiirlich nur endlich viele
O-treue fastdirekte Zerlegungen; beachtet man noch, daf} ein aufsteigend
oder absteigend lingenendlicher oder breitenendlicher Boolescher Verband
notwendig endlich ist, so hat man den

SATZ 27, Ist das Hiillensystem C aufsteigend oder absteigend langenend-
lich oder breitenendlich, so besitzt A eine feinste C-treue fastdirekte Zerlegung;
diese ist endlich und deshalb direkt.

§ 8. Anwendungen. Von besonderem Interesse sind diejenigen Alge-
bren, welche eine einelementige Unteralgebra besitzen. Bei solchen
Algebren ist jede fastdirekte Zerlegung ,,innere” Zerlegung in dem Sinne,
dall die Algebra in unabhingige Unteralgebren zerlegt wird. Sei R fast-
direkte Zerlegung von A und {e} Unteralgebra von A. Dann ist, fiir jedes

pelR, A,: = () oe Unteralgebra von 4 und A kanonisch isomorph einem
oeR
G40

fastdirekten Produkt der (A4,),p vermige der Zuordnung & —> (®y)gers
wobel x,, die o-te Komponente von x beziiglich R und e, das Element von
or ~ A, ist (wed); denn y — oy ist ein Isomorphismus-von A4, auf A4/o,
und @ — (ox),z ein Isomorphismus von A auf ein fastdirektes Produkt
der A/g. Dabei ist fiir a, bed offenbar a, = b, genau dann, wenn agb;
das Element a ist aus seinen Komponenten , berechenbar”: a ist das
Element von (1) pa,. Die Unabhiingigkeit der Unteralgebren A, besteht

oelR
in der Beziehung 4, ~ > 4, = {e}, welche sofort aus 4, c ge fiiv o, 6eR

Sgb ]
oelR
a#Q

mit o # o folgt. Kein A, ist {e}, denn 4, = {e} wiirde ¢ = A x A bedeu-
ten; damit hat man A4, # A, fir o # ¢. Das System p: = {4,: pe R}
der der fastdirekten Zerlegung R durch die Unteralgebra {e} assoziierten
Unteralgebren bestimmt R nicht eindeutig zuriick ; ferner sind die Systeme
UAp nicht allgemein innerhalb des Unteralgebrenverbandes von A charak-
terisierbar.

Beispiel 16. Sei 4: = {0, 1}2 mit der nullstelligen Operation (0, 0)
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und der zweistelligen Operation (xz,y) > (prow, pryy); dann ist {(0, 0)}
Unteralgebra und {op;, o, direkte Zerlegung von A. Adjungiert man
die einstellige Operation g mit g(1,1): = (1, 1), gu: = (0, 0) sonst (red),
so idndert sich der Unteralgebrenverband nicht, aber die Algebra hat
keine nichttriviale Kongruenzrelation mehr.

In wichtigen speziellen Algebrenklassen — etwa in Gruppen mit
Operatoren — gibt es zu jeder Unteralgebra A’ von A hochstens eine
Zerlegungskongruenz o von A mit ge = A’; in solchen Algebren ist
wenigstens endliches R durch 2 eindeutig bestimmt:

SATZ 28. Bei beliebiger Algebra A st die Zuordnung

B—R: = {ﬂ &3 QER}
gel?
ore

auf dem Bereich der endlichen direkten Zerlegungen von A eineindeutig;
die Systeme R sind charakterisiert als endliche Mengen von wuntereinander
vertauschbaren Kongruenzrelationen in A mit den Eigenschaften

1, Y= Ax4,

7eR
2. fiir jedes TeR ist T ~ Y a =id,
ﬂfﬁ
_ nAT
3. id4R.

Beweig. Die Eineindeutigkeit der Zuordnung folgt sofort mit Hilfs-

satz 2: R = | Y a: veR). Ist T eine endliche Menge von untereinander

neR
AT

vertauschbaren Kongruenzrelationen in A mit den Higenschaften 1 bis 3,

<0 hat man, fiir beliebiges 17" < T, ¥t = [] v (Il ist das relationentheore-
el zeT”

tische Produkt); damit folgert man leicht

(M) (X=X« tir 1, T

e’y €Ty €T~ Ty

Dann ist aber R: = |Yx:7eT} direkte Zerlegung von A und I' = E.
el
THET

DalB dieser Satz nicht fiir unendliche direkte Zerlegungen gilt, ent-
nimmt man dem Beispiel 8, wo offenbar B = S, aber R # 8 ist.
Die (-treuen fastdirekten Zerlegungen lassen sich generell duali-
sieren:
SATz 29. Die Zuordnung
R R: ={No: oeR)

ageR
o#e
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ist auf dem Bereich der O-trewen fastdirekten Zerlegungen von A erneindeutiy;
die Systeme B sind charakterisiert als Mengen von 2u € gehorenden IKon-
gruenzrelationen in A mit den Higenschaften

L (Y Y 1) = AxA fir jedes B R,

7R’ eR— R’ *
2. fiir jedes vyeR und jede Familie (x,),5 von Relationen . eC mit
T = v 8 Tgn Jm, = Trys
el
3. fir jedes ceC ist Y (v ~ o) = o,
R

4. id¢R.

Beweis. Das System R besteht aus den Komplementen der oelR
in C; damit hat man bereits die Bineindeutigkeit der Zuordnung, und
der Nachweis der Eigenschaften 1 bis 4 ist elementare verbandstheoreti-
sche Rechnung. Umgekehrt erfiille 7 < ¢ die Bedingungen 1 bis 4; dann

ist B: = {Ya:7el} C-treue fastdirekte Zerlegung von 4 und 7 — R.
nel'
n#£T

Man liest ndmlich an den Eigenschaften 2 und 3 sofort ab, dall jedes

tel zum Zentrum von € gehért und R gerade aus den Komplementen
der 7eT' in O besteht; Eigenschaft 1 liefert die Fastdirektheit von I,
und die C-Treue macht man sich durch eine leichte Rechnung klar.

Man beachte die Unentbehrlichkeit der iiber die Unabhangigkeits-
forderung des Satzes 28 hinausgehenden Bedingung 2.

Beispiel 17. Sei 4: = {0,1, 2,3} mit den Operationen fog, h:

| AFA
zlof1]2]|3]

fr|2]3|2]3] f

gn |2]2]0]0] ] £
he 3311

- id

Dabei ist C(A4) = {id, o, g2, 0, 4 x A} mit Ao, = {{01 1}, {2, 3}}: Ao,
= 40, 2}, {1, 3}}, Ao = {{0}, {1}, {2, 3}. R: = {o,, 0,} erfiillt séimtliche
Bedingungen des Satzes 28 und die Forderungen 1 und 3 von Satz 29
fur O: = O(A4), die direkte Zerlegung R = R ist aber nicht ¢ (4)-treu.

Bei modularem C ist die Forderung 2 offensichtlich durch die Unab-
hiingigkeitsbedingung ersetzbar; insbesondere sind bei modularem C(4)
die endlichen ('(4)-trenen direkten Zerlegungen von A reprasentiert
durch die endlichen Systeme R von untereinander vertauschbaren Kon-
gruenzrelationen in A mit den Eigenschaften 2 und 3 des Satzes 28 und
der Bedingung 3 von Satz 29; sind alle Kongruenzrelationen von A
vertauschbar, so ist 0'(4) modular, und die endlichen ('(4)-treuen direkten
Zerlegungen werden dargestellt durch die endlichen B < (¢ (4) mit den
Bedingungen 2 und 3 von Satz 28 und 3 von Satz 29.
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Durch Dualisierung des Satzes 21 erhilt man den

SATz 30. Die endlichen C-trewen direklen Zerlegungen von A werden
reprisentiert durch die endlichen Systeme R < C mit den Higenschaften,
daf jedes ve R eine von id wverschiedene C-Zerleqgungskongruenz oder A x A
ist, T~ Y @ =id fir alle e R und Y v = AxA.

neR TeR
nHF#T

Ebensgo dualisiert sich Satz 22:

SAtz 31. Sei O induktiv oder p-o" = A X A fiir jedes Zentrumselement
o von O mit seinem Komplement o' «C. Dann werden die C-treuen fastdirekten
Zerlequngen von A reprisentiert durch die Systeme R < C' mit den Higen-
schaften, daf jedes teR eine von id wverschiedene C-Zerleqgungskongruenz
oder AxA ist, T~ > n=1id fir alle teR und Y (v ~o)=oc fir

nel? tel?
NAT

jedes o eC.

Mit dem fiir endliche direkte oder beliebige C-treue fastdirekte

Zerlegungen R giiltigen Distributivgesetz ' ((e) = (o mit D: = MU
U pelU el UeN

fiir beliebige Systeme 2 von Teilmengen von R beweist man leicht den

SATz 32. Fiir die endlichen direkten oder beliebigen C-ltreuen fast-
direkten Zerlegungen R, S ist R > S genau dann, wenn jedes te R Sup-
remum gewisser meS ist; das ist genaw dann der Fall, wenn es zu jedem
7elS ein TeR gibt mit T > .

Die Anwendungsmaglichkeiten der Theorie der (-treuen fastdirekten
Zerlegungen sind naturgemifl besonders weit in der Klasse der vollstdan-
digen Verbande.

Ein vollstindiger Verband L ist interpretierbar als Algebra mit den
beiden zweistelligen Operationen A und v oder mit den beiden L-stelli-
gen Operationen A und \/, das heilt mit endlicher oder unbeschrinkter
Infimum- und Supremumbildung. Es wird sich zeigen, dall die Zerle-
gungstheorie der vollstandigen Verbinde im wesentlichen nicht von der
Interpretation abhingt. Dazu

SA1z 33. Jede Zerlegungskongruenz des vollstindigen Verbandes (Lj; A,
v ) ist Kongruenzrelation in (Lj; N\, V).

Beweis. Sei p Zerlegungskongruenz von (L; A, v)und o' eC(L; A,V)
ein mit p vertauschbares Komplement; seien weiter (z;),, und (¥;)r
Folgen von Elementen x;, y,¢L mit x;py, fiir alle AeL. Ist dann { das
Element von o( A #;) ~ 0’0 (0o = Nullelement von L), so hat man fir

Ael
alle lel einmal p(z;Al) = o(yun A\ Y,) = o( A ¥,) = ot, ferner o' (x;At)
uel pels
= o' (1;A0) = 0’0 = p't, also x;At =1, mithin A\ a;Af =1t und daher
AeL

o(ANTANY) = o(ANaat) = ot = o(A W),
AelL Ael, Aell Ael,
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woraus man aus Symmetriegriinden o( A ;) = p( A ¥,) schlieBt. Die Ver-
el AelL

triglichkeit von o mit \/ beweist man dual.

KOROLLAR. Jede fastdirekte Zerlegung von (L; A, v) ist auch fast-
direkte Zerlegung von (L; A, V); daher ist F(L; A, v) = F(L; A, V).

Man kann also einfach von den ,,fastdirekten Zerlegungen des voll-
stindigen Verbandes L” sprechen, ohne sich um eine der beiden speziellen
Interpretationen von L als Algebra zu kiimmern.

Jede endliche direkte Zerlegung von L ist C(L; a, v)-treu, denn
C(L; A, v)ist distributiv ([2], theorem 5, p. 24). Eine unendliche direkte
Zerlegung von L kann nicht C'(L; A, v)-treu sein; bei Adjunktion der
Operationen A und \/ fallen aber sozusagen die der Treue im Wege
stehenden Kongruenzrelationen weg. Jede direkte Zerlegung von L ist
C(L; /\, \/)-treu. Zum Beweis dieser Tatsache zunichst einige Hilfsmittel.

Jede Zerlegungskongruenz von List O (L; A, v )-Zerlegungskongruenz,
also besitzt die Zerlegungskongruenz o von L genau ein Komplement o’
in O(L; A, Vv); o ist mit p vertauschbar, mithin ist die Zuordnung
o> €,, wobei ¢, das Element von ge ~ o’0 ist (¢ = Einselement von L),
eine eindeutige Abbildung des Systems Z (L) aller Zerlegungskongruenzen
von L einschlieBlich L < L in L. Diese Abbildung ist sogar eineindeutig;
denn man hat, fiir @, yeL, xpy genau dann, wenn xAa €, = yne,. In der
Tat, aus ox = gy folgt p(znae,) = o(yAne,), und mit o' (xAe,) = o' (xA0)
=00 =0 (yr0) = o'(yne,) ist TAE, = YAe; I8t umgekehrt xae,
=YNe€, 80 hat man or=og(xne)=o(xre,)=o(yre,)=o(yne)=gy.
Ubrigens ist ge — le,y e], also e, = A @x:xpe impliziert o(xne,) = ge,,

Tepe
o'(xne,) = 0’0 = o'e,, mithin T A€, = ¢; umgekehrt aus = >e, folgt
o = o(xne) = g(xae,) = pe, = pe. Ganz dhnlich zeigt man 0’0 = [o,e,].
Man nennt die Elemente e e L (¢ eZ (L)) Komponenten von L; das System
K (L) aller Komponenten ist gerade das Zentrum von L ([2], p. 27). Als
einelementige Unteralgebra von I sei fiir das Folgende {0} ausgezeichnet.
Ist dann R eine fastdirekte Zerlegung von I, so ist die o-te Komponente

@, des Elementes weL erklirt als das Element von gz ~ ()0 (0eR);
oelt
0#0

nun ist aber (M) ¢ das Komplement o’ von o, so daB also die Komponente

oelR
o0

x, nicht von der Zerlegung R abhiingt und fiir z — ¢ mit der obigen
Definition von e, im Einklang steht, und man hat Xy = XNE: 0(AE,)
= or = ox,, o'(xne,) = p'0 = p'x,; aus den Komponenten x, (pelR)
gewinnt man das Element x als Supremum zuriick, denn man hat fiir
jedes ceR

o(V(wae,)) = oV (wAe,)v(zne,)) = o\ (wAao)v(zae) = or.
pel? oel? oeR
oF e#o
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Jedenfalls wird L durch den Isomorphismus x —> (xAey),r fastdirekt in
das direkte Produkt % A, der A4, = p’0o = [o, ¢,] eingebettet; dieser

oeRR

Isomorphismus ist sogar surjektiv auf ¥} 4, und R somit direkt. Sei
oeR

nimlich (2°),.z eine Folge von Elementen 2°¢ L mit 2° < <eund z: = \/a?;
oeR

dann ist, fir ¢ +# 0, 02® = o(2°Ae,) = 00, also o(zA €,) = 00 = g2°,
ferner p(xae,) = oxr = px®, mithin, fiir alle geR, xrAe, = a°. Zusammen-
fassend erhilt man den

Sarz 34. Jede fastdirekte Zerleqgung des vollstindigen Verbandes L ist
dirvekt. Die direkte Zerlegung R zerlegt L durch den Isomorphismus
&> (rAe,)r n die Hauptanfinge [o,e,] mit e,epe ~ 0’0 (peR). Dabei
ist oeR die dwurch den Endomorphismus x — xne, induzierte Kongruenz-

relation in L, und man hat x = \/(zne,) fir alle meL
peR

Jetzt folgt leicht
SArz 35. Jede direkte Zerlegung des wvollstindigen Verbandes I ist

L; A\, V)-treu.

Beweis. Sei R direkte Zerlegung von L und ceC(L; A\, V). Als
O(L; A, v)-Zerlegungskongruenz ist jedes geR mit allen Kongruenz-
relationen von (L; A, v), also erst recht mit o vertauschbar; daher
aus z(()(o-+o))y folgt wez® und 2%y fiir alle pe R mit geeigneten 2¢l,

134
somit ic/\ea =2ne, und (*Ae,)o(ynae,), also schlieBlich
= (V(wae))o(V (yae,)) =y.
ol oeR

Die Erkenntnis, daf & (L) gerade das System aller C(L; A\, \/)-
treuen direkten Zerlegungen von L ist, erlaubt die Anwendung der Sitze
von § 7 auf & (L). Da die direkten Zerlegungen von L repriisentiert werden
durch gewisse Teilmengen von L — der direkten Zerlegung R entspricht
ja eineindeutig das System K der Komponenten e, (0el), kurzerhand
Zerlegung von L genannt —, konnen die Ergebnisse von § 7 gleich fiir
das System 3 (L) aller dieser K (Re& (L)) ausgesprochen werden. Dazu
beweist man leicht den

Hrrrssarz 6. Sei L ein vollstandiger Verband, G < Z(L) = ("o

oe@

€Z(L). Dann ist e, \/eg, By = /\eo , ferner o' = M'o', wobei durch ’
e

die Komplementbzldung zm Zientrum von C(L; N\, \) und durch Y das
Kompositum in C(L; N\, \/) bezeichnet wird.

Als unmittelbare Folgerung erhiilt man

SATZ 36. Die Abbildung o — e, ist ein Dualisomorphismus von Z (L)
auf K (L), das heift e,., = e,Ve,, oo = €,NE, fiir o, aeZ(L).

Zur Chara,kterl.slerung der Zerlegungen K hier der

2

Colloguium Mathematicum XVII. 1
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SATZ 37. Eine Teilmenge Z < L ist Zerlegung von L genau dann, wenn

1. fiir jede Familie (x,),z von Elementen x,eL mit x, <z und jedes

ZoeZ U8t ZyA \ @, = Xy,
zeZ

2. fiir jedes xeL st ¥ = \/ (®A%),
zeZ

3. 0¢Z.

Beweis. Sei Z = Kp Zerlegung von L. Dann ist, fir xeL, \/(2Az)
=\ (zAe,) = x, weiter, fiir a° < e,(0eR), ¢, A \/a* = 2%, Ist umszehrt
Z éERL mit den Eigenschaften 1 bis 3, so 1st0dfn~> (TAZ)pez = : @ €in

Isomorphismus von L auf )( [0, #] mit der zugehorigen direkten Zerlegung

= {Opre: 2€Z} und Z = KR
Die Feiner-Relation in (L) iibertrigt sich via R — Ky auf 3(L).
Als einfache Folgerung aus Hilfssatz 6 hat man

SATz 38. Die Zerlegung Z, von L ist feiner als die Zerlegung Z, von L ge-
naw dann, wenn jedes zyeZ, Supremum gewisser z,eZ, ist; das ist dann und
nur dann der Fall, wenn es zu jedem z,eZ, ein z,eZ, gibt mit z, > 2,.

Selbstverstindlich entsprechen die Vergroberungen einer Zerlegung
Z von L eineindeutig den Klasseneinteilungen von Z, prizis: Fir

jede Klasseneinteilung € von Z ist [\ 2: He€] Zerlegung von L,
zell

diese Zuordnung ist eineindeutig und liefert alle Vergrioberungen von Z.

Nun zur Ubertragung einiger Sitze aus § 7. Es gibt hochstens eine
nicht verfeinerbare Zerlegung von Lj; diese ist dann die feinste (Satz 23).
Zu jedem System von Zerlegungen von L mit gemeinsamer Verfeinerung
gibt es eine grobste gemeinsame Verfeinerung (Satz 24). 3(L) ist bei
der Feiner-Relation ein beschrinkt vollstindiger Verband mit dem Eins-
element {e}; die grobste gemeinsame Verfeinerung zu den Zerlegungen
Z, und Z, ist {z;A%,: 2,€Z,, 2,¢Z,} —{0} (Satz 25). Ist L aufsteigend oder
absteigend lingenendlich oder breitenendlich, so ist K (L) endlich, und L
besitzt eine feinste Zerlegung (vgl. Satz 27). L hat eine feinste Zerlegung
genau dann, wenn das System M aller Atome von K (L) eine Zerlegung
von L ist; M ist dann die feinste Zerlegung (Korollar zu Satz 26). Selbst-
verstindlich zieht die Existenz einer feinsten Zerlegung von L die
Atomizitit des Zentrums K (L) nach sich. Ein vollstindiger Verband mit
atomarem Zentrum braucht aber noch keine feinste Zerlegung zu be-
sitzen; die Atomizitdt von K (L) muf} dariber hinaus sozusagen L selbst
erfassen:

SATZ 39. Der vollstimdige Verband L hat eine feinste Zerlegung genau
dann, wenn die Menge M der Atome des Zentrums mit jedem xeL die Bedin-

gung x = \/ (xAa) erfiillt.
aeM
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Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingung folgt aus dem Korollar
zu Satz 26 und Satz 37. Umgekehrt ist mit Satz 37 nur noch zu zeigen,

daB fiir eine Folge (i,). mit 2, < a stets a, A \1{1% = Xq, 18t fiir aye M.
ae Ly

Trivial ist Ta, < @y A \/ x,; andererseits hat man
aeM

r’
oA Nz, <agn( av i, ) < (aﬂvmao),\(a,ovacao) = g,
aeM aeM
az£ag
wobei a, das Komplement zu a, ist, denn jedes von a, verschiedene Atom
von K (L) ist in a, enthalten.

Man beachte, dall Z(L) nicht das Zentrum von C(L; AyVv) sein
mull. Ein dreielementiger Verband L hat den Kongruenzrelationenverband

welcher mit seinem Zentrum identisch ist; das Zentrum von I besteht

aber nur aus o und e, somit ist Z(f) = {ixi, id}. Immerhin ist ja
Z(L) dem Zentrum von I, isomorph, denn K (L) ist als Boolescher Ver-
band selbstdual. Es ist sogar zu vermuten, dal fiir jede Algebra 4 und
beliebiges Hiillensystem € < ('(4) der Boolesche Verband der C-Zerle-
gungskongruenzen isomorph ist dem Zentrum eines geeigneten vollstin-
digen Verbandes; ein positives Teilergebnis konstatiert der

SATZ 40. Sei R fastdirekte Zerlegung von A; dann ist der Boolesche

Verband aller (o (R' < R) als Zentrum von sich selbst das Zentrum eines
peR’

vollstandigen Verbandes, und das System der Zerlegungen dieses Verbandes
8t isomorph dem vollstindigen Verband aller V ergroberungen von R in F(A).

Aus diesem Satz folgt insbesondere fiir den Fall, daB A eine feinste
C-treue fastdirekte Zerlegung besitzt: To(4) ist isomorph dem voll-
standigen Verband der Zerlegungen eines vollstindigen Verbandes, und
der Boolesche Verband der C-Zerlegungskongruenzen ist das Zentrum
eines vollstindigen Verbandes.

In jedem Falle ist der Boolesche Verband der C-Zerlegungskongru-
enzen der Algebra A (mit A x A) identisch eingebettet in K (C); ferner
ist ¥o(4) kanonisch eingebettet in 3(C). Die (-treue fastdirekte Zerle-
gung R von A zerlegt ¢ definitionsgemiB in die Enden [e, AXA] (peR);
als zugehorige Zerlegung Z e 3(C) erkennt man unschwer das System aller
Komplemente o’ der peR, und mit den Siitzen 32 und 38 ist diese Zuord-
nung ordnungsisomorph. Man beachte, daf eine etwa vorhandene feinste
O-treue fastdirekte Zerlegung von A in die feinste unter den den O-treuen
fastdirekten Zerlegungen von A entsprechenden Zerlegungen von ¢
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iibergeht und nicht etwa die Existenz einer feinsten Zerlegung von ¢
nach sich zieht. Es gibt einen vollstindigen Verband L, der nur die tri-
viale Zerlegung besitzt, dessen Kongruenzrelationenverband C(L; A, V)
jedoch keine feinste Zerlegung hat. Da dieses Beispiel nur relativ miihsam

wiederzugeben igt, sei hier nur auf den drelelementlgen Verband L ver-

wiesen: & (L) ist echt eingebettet in 3(C(L ))
Man macht sich sofort klar, dafl die Darstellungen der Algebra A
als subdirektes Produkt irgendwelcher Algebren reprisentiert werden

durch die Systeme R von Kongruenzrelationen in A mit () ¢ = id ([2],
e<R
p- 92, theorem 9); so ist 3(0) eingebettet in das System aller subdirekten

Zerlegungen von A, indem der Zerlegung R von (' das System aller Kom-
plemente 7’ der 7e R zugeordnet wird. Damit hat man fiir die in dieser
Arbeit behandelten, mit einer Algebra A assoziierten Zerlegungen das
folgende Diagramm:

subdirekte Zerlegungen von 4

fastdirekte (direkte) Zerlegungen
Zerlegungen von A von O

direkte Zerlegungen C-treue fastdirekte
von A Zerlegungen von A

C-treue direkte Zerlegungen von A

Ist p-o° = A xA fir jedes Zentrumselement ¢ von (¢ mit seinem
Komplement o' e — also etwa bei ¢ = ('(4) in Algebren mit vertausch-
baren Kongruenzrelationen —, so wird mit Satz 29 jede Zerlegung
von C durch eine C-treue fastdirekte Zerlegung von A induziert, und
man hat das einfachere Diagramm:

subdirekte Zerlegungen von A

fastdirekte Zerlegun-
gen von A

direkte Zerlegungen (direkte) Zerlegungen
von A von (

C-treue direkte Zerlegungen von A
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Das letzte Diagramm ist insbesondere realisiert mit ¢ = ((4) in
Gruppen mit Operatoren. Dort werden die Kongruenzrelationen repriisen-
tiert durch die zulissigen Normalteiler, und die €'(A4)-treuen fastdirekten
Zerlegungen von A sind praktisch gerade die Zerlegungen des vollstin-
digen Verbandes der zulissigen Normalteiler. Als in diesem Zusammen-
hang interessante Spezialfille seien erwihnt:

Abelsche Gruppen ohne Elemente unendlicher Ordnung {Torsions-
gruppen); bekanntlich ist die abelsche Torsionsgruppe A (innere) diskrete
direkte Summe der Untergruppen @, wobei, fir jede Primzahl p, G, die
Menge aller Elemente von A mit der Ordnung einer Potenz von p ist
([3], p. 161, exercise 1). Das System 2 aller nichttrivialen @, ist die feinste
Zerlegung des Untergruppenverbandeq Offenbar fiir jede Familie (G))
von Untergruppen: &, c G, und beheblges Do i86 Gy A ZG,; = Gpo und,

fir jede Untergruppe A’ von 4, (4’ ~ G,) = A'; ga,be es zu A eine
D

Verfeinerung, so hitte man darin zwei nichttriviale Untergruppen 4,, 4,
und ein G, €2, derart daBl A, ~ 4, = {o} und 4,+4, c G,y Mithin
Elemente a,ed,, ayed,, beide der Ordnung p,, so daB fiir die von a,-+a,
erzeugte Untergruppe A* einerseits A* < 4,4 A4,, andererseits aber
(A* A A)+(A* A 4,) = {0} # A* wire.

Als weiteres Beispiel sei A ein kommutativer Ring mit Eins und ab-
steigender Kettenbedingung fiir Tdeale. Dann ist 4 (innere) direkte Summe
noetherscher primérer Ringe A,,..., 4, < A ([5], p. 205, theorem 3);
das System der Ideale A, ..., 4, ist offenbar Zerlegung des Idealver-
bandes von 4 und unverfeinerbar: die primiren Ringe A4, besitzen nimlich
genau ein maximales Ideal und sind daher nicht Summe kleinerer Ideale.

SchlieBlich sei A ein Hilbertraum mit einem wvollstetigen symmetri-
schen Operator H und € der vollstindige Verband der topologisch abge-
schlossenen invarianten Unterriume von A. Dann ist A (innere) direkte
Summe der Eigenrdume von H ([4], p. 336, theorem 6.4.-B) und das
System € aller Eigenrdume von H Zerlegung von C; gibe es zu € eine
Verfeinerung, so hitte man darin zwei nichttriviale abgeschlossene in-
variante Unterrdume A,, 4, und ein K€, derart daB 4, ~ 4, = {o}
und 4,+4, c E, weiter von o verschiedene a,ed;, a,ed,, so daB also
fiir die von a, +a, aufgespannte, invariante Gerade @ einerseits G = A4, A4,,
andererseits (G ~ A,)4 (G ~ 4,) = {o} wire. Das Kompositum eines
Zentrumselementes U von ¢ mit seinem Komplement U’e( ist die lineare
Hiille, denn U’ ist das Orthokomplement von U.
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