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LE THEOREME DE LEFSCHETZ
POUR LES ANR APPROXIMATIFS

PAR

GILLES GAUTHIER (CHICOUTIMI) er ANDRZEJ GRANAS (MONTREAL)

Dans [4] Clapp introduit la notion de ANR approximatifs (AANR)
et démontre que tout ANR approximatif de type fini est un espace de
Lefschetz (i.e. si X est un ANR approximatif de type fini, alors toute
fonction continue f: X — X telle que A(f) 7 0 admet un point fixe). Nous
présentons dans cet article une caractérisation des AANR, une nouvelle
preuve du théoréme de point fixe de Clapp ainsi qu’une généralisation
de ce théoréme & des AANR non nécessairement de type fini. Les espaces
topologiques considérés sont tous métrisables et on utilise 1’homologie
de Cech & support compact et coefficients dans Q. Un espace X est dit
de type fini si H(X) = {H,(X)} est de type fini.

1. Caractérisation des ANR approximatifs.,

1.1. Définition (Clapp [4]). Un espace métrisable compact X
est un ANR approximatif si pour tout plongement Z: X — Y, ol Y est
un espace métrique, on a: Pour tout ¢ > 0, il existe un voisinage ouvert
U, de h(X) dans Y et une fonction r: U, — h(X) tels que o(rj(¥),y) <e
pour tout y dans A(X), ou j: h(X) — U, est Pinclusion canonique.

La définition suivante est souvent utilisée par la suite:

1.2. Définition. Soient ¥ un espace métrique et &> 0. Deux
fonctions f et g d’un espace X dans Y sont dites e-prés si o(f(w), g(x))
< & pour tout x# dans X.

1.3. THEOREME. Soit X un espace métrisable compact et gx une métri-
que compatible. X est un ANR approximatif si et seulement st la condition
suivante est satisfaite:

Pour tout ¢ > 0 il existe un A, € ANR (= ANR (métrisable) compact
[1]) et des fonctions continues a: X — A, et f: A, > X tels que fa et 1%
sont e-pres.
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Démonstration. Soit X un ANR approximatif. X étant un espace
métrisable compact il existe un plongement & de X dans le cube de Hil-
bert I*. Soit h la contraction de & & la paire (X, h(X)). Pour ¢ > 0 soit
8(e) > 0 tel que si @,y e h(X) et o(z,y) < d(¢), alors ox(h (), 2~ (y))
< &. Boit U, un voisinage ouvert de h(X) dans I* et soit r: U, — h(X)
tels que 7j et 1, x, sont d(¢)-prés, o j: h(X) — U, est I'inclusion canonique.
Soit A, un ANR tel que h(X) c A, = U,. Un tel A, existe par [1], p. 105,
lemma 4.3.

Soit ¢: h(X) — A, I'inclusion canonique et r': A, — h(X) la restriction
der a A4,. On a que 7't et 1, sont d(e)-pres.

Posant ¢ =4h: X > A, et f=h""r': A, > X, on a que fa et 1x
sont e-prés. Ce qui termine la démonstration de la premiére partie du
théoréme.

X étant un espace métrisable compact, on peut sans perte de géné-
ralité -supposer que X est un sous-espace du cube de Hilbert. Soit & > 0.
Il existe un ANR A, et des fonctions continues a: X — A4, et : A, > X
tels que fa et 1x sont e-pres. Puisque A, est un ANR la fonction a: X — A4,
admet une extension continue a & un voisinage ouvert U, de X dans I®
(11, p. 103, (2.19)). Posant r = fa, on a que i et 1y sont &-prés, ol
t: X— U, est I’inclusion canonique. On a donc ([4], p. 118, theorem 2.1)
que X est un ANR approximatif.

2. Le théoréme de M. H. Clapp. Nous utilisons dans cette section
le théoréme suivant, dent on peut trouver une démonstration dans [5].

2.1. THEOREME. Soit Z wun espace métrique compact de type fini.
Il existe ¢ = e(Z) > 0 tel que pour tout espace compact X et pour toutes
fonctions continues f, g: X — Z, 81 f et g sont e-prés, alors

fu = gu: H(X) > H(Z).

St X est un espace de type fini et f: X — X est une fonction continue,
le nombre de Lefschetz de f est défini par

<]

M) = Y (=" (fun),

n=0

ol fu,: H,(X) > H,(X) est Vhomomorphisme induit par f et tr est la trace
ordinazire.

2.2. THEOREME. Soit X un ANR approximatif de type fini et soit
f: X — X une fonction continue telle que A(f) # 0. Alors f admet un point fize.

Démonstration. Soit ¢ une métrique compatible pour X et soit
g’ > 0 tel que f, = g, dés que f et g sont &-prés (théoréme 2.1), ou f et ¢
sont d’un domaine compact commun et a valeurs dans X. Soit ¢ tel
que 0 < e < ¢'. Soit d(¢) > 0 tel que si ,y e X et o(x,y) < d(¢). Alors
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e(f(x),f(y)) < e. Par le théoréme 1.3 il existe un ANR A, et des fonctions
continues a: X - A4, et f': A, > X tels que f'a et 1y sont J(¢)-pres.

Soit 8 = ff’. Puisque ¢< &' on a que (fa) =f« ot A(f) = A(Ba).
Considérons afi: 4, > A,. On a A(af) = A(fa) # 0. Comme A, est un
ANR, on a que af admet un point fixe et il s’ensuit que fa admet aussi
un point fixe. Pour tout ¢ < ¢, f admet un e-point fixe (i.e. un = dans X
tel que (2, f(«)) < &). L’espace X étant compact il en résulte que f admet.
un point fixe.

2.3. Définition. Soient X et Y des espaces métrisables compacts
et soit ¢ une métrique compatible pour Y. Une fonction f: X — Y est
dite presque-factorisable si pour tout ¢ > 0 il existe un ANR A, et des
fonctions continues a: X - A, et f: A, > X tels que fa et f sont e-prés
par rapport a o.

La propriété d’une fonction f d’étre presque-factorisable ne
dépend pas de la métrique compatible utilisée. On a la reformulation
suivante du théoreme 1.3:

2.4. Soit X un espace métrisable compact. X est un ANR approrimatif
8i et seulement st 1x: X — X est presque-factorisable.

2.5. Soient X et Y des espaces métrisables compacts. 8i 1x: X - X
est presque-factorisable, alors toules les fonctions comtinues f: ¥ — X et
g: X — Y sont presque-factorisables.

Une démonstration en tout point semblable & celle du théoréme 2.2
nous donne:

2.6. TEHEOREME. Soit X un espace méirisable compact de type fini
et soit f: X — X une fonction presque-factorisable. 8i A(f) # 0, alors f
admet un point fize.

Dans [2] Borsuk introduit la notion de ,,NE-map”. On peut montrer
que les fonctions presque-factorisables sont des ,,NE-maps”. Le théoréme
précédent est donc un cas particulier du théoréme de point fixe de Borsuk
concernant les ,,NE-maps” [3].

Soit Y% l’espace métrique des fonctions continues de X dans Y
avec la métrique o définie par

e(f,9) = ig;e(f(w),y(w)),

ou X et Y sont des espaces métrisables compacts.

2.7. Définition (Borsuk [2]). Soient X et Y des espaces métrisables
compacts. Une fonction continue f: X — Y est factorisable si il existe
un ANR A et des fonctions continues a: X — 4 et f: A — Y tels que

fa =f.
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La situation des applications presque-factorisables parmis les , NE-
maps” est la suivante:

2.8. La fermeture dans YX de ’ensemble des fonctions factorisables
est l’ensemble des fonctions presque-factorisables. Il existe toutefois
des ,NE-maps” qui ne sont pas presque-factorisables [8].

3. ANR approximatifs non nécessairement de type fini. Nous présentons
maintenant une généralisation du théoréme 2.2 au cas ou le ANR approxi-
matif n’est pas nécessairement de type fini. Nous utilisons les notions
de trace de Leray et de nombre de Lefschetz généralisé [7].

Soit f: £ — F un endomorphisme d’espace vectoriel. Considérons

N(f) =\ UKerf* et K& =E|N(f).

n>0

Puisque f(N(f)) = N(f), on a que f induit un endomorphisme
f: B — E. La fonction f est dit admissible si B est de dimension finie.
Si f est admissible, la trace généralisée Tr(f) de f est définie par Tr(f)
= tr(f).

Soit f = {f,},en: B —E un endomorphisme de degré zéro d’un
espace vectoriel gradué E = {E,},.x. On dit que f est un endomorphisme
de Leray si tous les f, sont admissibles et tous les E'n sauf un nombre fini
sont triviaux. Si f: E — E est un endomorphisme de Leray, on définit
le nombre de Lefschetz généralisé de f par

A(f) = D) (—1)"Tr(f,).

Une fonction continue f d'un espace X dans lui-méme est dite une
fonction de Lefschetz si fu: H(X) — H(X) est un endomorphisme de Leray.
Le nombre de Lefschetz généralisé de f est alors défini par A(f) = A(f).

Nous utilisons les résultats suivants:

3.1. THEOREME (voir [6]). Soient X et Y des espaces topologiques,
u: X > Y et v: Y > X des fonctions continues. Alors:

(a) st uv ou vu est une fonction de Lefschetz, alors les deux le sont el
A(uv) = A(vu);

(b) uv admet un point fize si et seulement st vu admet un point fize.

Le théoréeme suivant est une généralisation du théoréme 2.2 au cas
ou le ANR approximatif n’est pas nécessairement de type fini.

3.2. THEOREME. Soit X un ANR approvimatif et soit f: X - X
une fonction continue. S’il existe une partie compacte de type fini Y de X
telle que f(X) = X, alors f est une fonction de Lefschetz et A(f) # 0 entraine
qu’il existe un point five pour f.
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Démonstration. Soit p une métrique compatible pour X. Puisque ¥
est un espace métrique compact de type fini, soit ¢’ = &' (¥) > 0 tel que
pour tout espace compact W et pour toutes fonctions continues g, h:
W — Y, sig et hsont ¢'-prés, alors g, = h, (théoréme 2.1). Soit & > 0 tel
que 0 < ¢ < &’ et soit d(¢) > 0 tel que si z,y € X et o(z, y) < d(¢), alors
e(f(@), fy) < e.

X étant un ANR approximatif, il existe un 4, e ANR et des fonctions
continuesa: X — A, et f: A, - X tels que fa et 1y sont d(&)-pres. Soient f’
la contraction de f & la paire (X, Y), fy la contraction de f & la paire
(Y, Y) et 7 l'inclusion canonique de Y dans X. Considérons

foe =f'Bai: ¥ > 7Y,
p=ai: Y>A, et yp=fp:A4,>Y.

‘Puisque 4, est un ANR, par le théoréme de Lefschetz classique
on a que ¢y admet un point fixe si A(py) # 0.

Montrons que A(py) # 0. Utilisant le théoréme 3.1 on a que A(py)
= A(yp) = A(f,). Les fonctions f, et fy étant e-prés on en déduit que
(f)x = (fr)s L’espace Y étant de type fini, f est une fonction de Lefschetz.
Utilisant de nouveau le théoréme 3.1 on a que f est une fonction de Lef-
schetz et que A(f) = A(if') = A(f'%) = A(fy). On obtient A(py)
= A(f,) = A(fy) = A(f) #0.

Il s’ensuit que f, = ypp admet aussi un point fixe. La fonction fp
admet donc un e-point fixe.

Puisque fy admet un e-point fixe pour tout & < &’ elle admet un

point fixe, lequel est aussi un point fixe pour f.
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