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La premiére partie de l'article décrit tous les quadruplets (P, Q,. P,, Q,)
de polynomes a coefficients complexes tels que P, 0Q, = Q, o P, (propositions
1 et 5). Ces résultats, dus essentiellement a J. F. Ritt, se trouvent avec des
démonstrations différentes dans [4], accompagnés d’une bibliographie
détaillée.

Dans la deuxiéme partie, on associe algébriquement a tout polynome de
degré > 2 une forme linéaire sur C[X]. Cette forme linéaire est par ailleurs
la restriction & C[X] de la mesure u* associée au polynome dans [1] (u*
est la mesure d’équilibre sur I'ensemble de Julia du polynéme). Les formes
linéaires associées a deux polynomes P et Q dont les termes de plus haut
degré ont pour coefficient 1 sont égales si et seulement si PoQ = QoP.
Le lien avec la commutation si I'on supprime cette hypothése est I'objet de la
proposition 8.

Le but de la deuxiéme partiec est la proposition 11, qui décrit les
couples de polynomes ayant méme forme linéaire, généralisant ainsi certains
résultats de [2] et [3].

Pour Pe C[X] et m entier > 1, on note respectivement P™ et P™ la
puissance m-iéme de P pour la multiplication des polynémes X et pour leur
composition O.

Si degP =1, on note P~! le symétrique de P pour la loi o.

Pour n > 2, on note T, le polyndme de Tchebycheff de degré n, c’est-a-
dire le polynome faisant commuter le diagramme

x’l
1 =1
i(xﬂ»l/x;l _,15(X+'/X)
T

n

PROPOSITION 1. Soient k un corps algébriquement clos, P, Q,, P,, Q, des
éléements de degré >0 de k[X] tels que P,0Q, = Q,0P,. On suppose que
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deg P, 0Q, est premier a la caractéristique de k si celle~ci est non nulle. Il
existe alors R, Py et Qi dans k[ X] tels que

deg R = PGCD(deg P,,degQ,), P, =RoP,, @, =RoQ,.
et S, P, et Q, dans k[X] tels que
deg S = PGCD(deg P,, degQ,), P, =P,0S, Q,=0Q,0S8.
Démonstration. Soient
P=P,0Q,, n=degP, p=degP,, q=degQ,, r=PGCD(p,q),
n/p

n P
s =PGCD(n/p, n/q), P=) aX', P,=) bX, Q,= Z G X'
i=0 i=0 i=0

Soient Y transcendant sur k, K extension de k(Y) engendrée par les racines
%o, ..., &,—; de P—Y. Soit v un prolongement a K de la valuation définie sur

k(Y) par
1
Y dY
v("——fno )=m—1,
Z €; Yi
i=0

ou d; €k, e; €k, d; # 0, e,, # 0. Soient ( I'anneau de valuation de K pour v,
p son idéal maximal. V i, P(a;) = Y¢(, donc a;¢ (. On a

(a—) =1 (mod p),

&;

car

n—1

et Y aja,af”', ) aja,a}”" appartiennent & p. Pour tout i
=0

=0
n—1 llxm
o3 () B LGS |
m=0 \& =1 % mOa_

P-Y = (X—oz,)a" !
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et si xeK est tel que

x n—1 x \"
o= 1 (modp), a, m};o (-1_.) = na, # 0 (mod p),

n—1

-1 m
a, (x)
—1 Z - €p,
l=la? m=0 al‘

donc

Par suite, Vj # i,
%21 (modp), L#2I (modp).
o %o o )

Ceci prouve que les classes dans le corps résiduel (//p des a;/a, sont les
racines n-iémes de 1. Soit { une racine primitive n-iéme de 1 dans (/p. On
peut supposer que les a; ont ét€é numérotés de telle sorte que la classe de
a;/x, dans €/p soit {. Comme P = P, 0Q,, Vi il existe n/p indices j tels que
0,(x;) = Q,(aj); on a alors comme précédemment

a; \"P
(;'—) =1 (modp), (MP=1 i=j (modp).
j
On a donc I'équivalence
Q:(x) = Q,(x) <> i =j (modp),
et de méme
P;(a) = Py(a)) <= i =j (modg).
Pour 0 <i < p-—1, soit
n/p—1
Bi =(—1)"" n X+ pj-
j=0
Les ;. ,; sont les racines de Q,—Q,(a;), donc

Q. (d,-) =Co—Cup ﬁ,'-
Les racines de P,—Y sont donc les co—c,, ;.

K/k(Y) est galoisienne. Soit oeG (K/k(Y)). L'automorphisme ¢ permute
les a;, ainsi que les B;. Soit t la permutation de |0, ..., p—1} définie par
o(B;) = Byi)- Pour 0<i<p—1,o0n a

O’(Qz (ai)) = G(CO-Cn/pﬁi) = Co*cn;pﬁ:(i) = Q2 ().
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Soient i et j dans {0, ..., p—1}. La congruence i =j (modr) signifie qu’il

existent / et m dans {0, ..., n—1} tels que
i=l(modp), j=m (modp), [=m (modg),
ce qui est équivalent a chacune des conditions suivantes:
3(l, m) tel que Q,(x) = @, (x), Q2(2) = Q2 (xm), P2(2) = P;(a,)
< 3(l, m) tel que Q, () = Q> (0 (al))v Q. () = Q; (0' (am))a
Py(o(aw) = Pz(a(a,))

<> 3(1, m) tel que Q,(a) = Q2(1), Q2(2:p) = Q2 (@), P2(a) = P2 ()

<> 1(i) = 1(j) (modr).
Pour 0<j<r—-1, 1<I<p/r, soit s;;, la I-iéme fonction symétrique
élémentaire des B;.,, i€l0,..., p/r—1]. L'automorphisme t permute les

ensembles
V+ri: 0<i<pr—1},
donc ¢ permute les s;;, 0 <j <r—1. Par suite, pour 1 <m<r, la m-iéme
fonction symétrique élémentaire S;, des s;; est invariante par g. D’aprés
Parbitraire sur o, on a donc §,,€k(Y).
Les a; sont entiers sur k[Y], il en est donc de méme des f§; et des S, ,,.
L’anneau k[Y] étant intégralement clos, S;,€k[Y]V(l, m). Nous avons

Vi, v (1‘-) =0, v(a)=0v(x).
%o

Ensuite
Tl oo = (2=,
donc o .
no(a,) = v(”]:Il @)= —
ot i=0

p—1

Y 1
v(B) =v((=1" H a;+,,)—-—v(ao)- s

V(l, m) # (p/r, r), S, Sécrit comme polynéme & coefficients dans k de degré
total <p des B;, donc

0(Sym) > Po(Bo) = —1.
Comme S, ,€k[Y], S, .ck. Ensuite on a

p/rr“ nﬂi-(—l) I-[al

i=0 i=0

-Y
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Pour 1 <1< p/r—1, les s;, sont racines d’'un polynome a coefficients dans k;
k étant algébriquement clos, cela implique s;,ek.

P—Y est irréductible sur k(Y): en effet, le degré de x, sur k(Y) est
2 1/|lv(ag)l = n =deg(P~Y). Par suite G(K/k(Y)) opére transitivement
sur lo;: 0<i<<n-—1}, donc aussi sur |f;: 0<i<p—1} et sur {s;;: 0<j
<r—1}. Pour I<p/r—1, les s;, étant invariant par G(K/k(Y)), s;, est
indépendant de j, on le notera s,. Soient

X — plr  pir—1 X - plr—1
Py= (X205 s (X ek,

Carp =1 Cotp
r—1

R=a,(X"+ Y S,pmX"""™)+ao€k[X].
m=1

On a
p—1
P, =b, n (X—cotcpypB)+Y

=0

=b,chp I1 I1

j=0 i=0

r—1p/r-1 X_
( co+ﬁj+n')+y
Cuip
r—1 r
=a, l-[ (P3 +sj.p/r)+ Y= a"(P;;,"" Z Sp/,',,, PS-M)'*' Y= ROP3.
j=0 m=1

J

Comme §,,,, est la m-iéme fonction symétrique élémentaire des

plr—1 njr—1
Sipir = [T Bjsr=(=1)" [T %+n
i=0 i=0

elle ne change pas quand on permute les roles de P, et Q,. Il existe donc
Qi ek[X] tel que Q, = RoQ;. Soit Z = Q,(x,). Les racines de @, —Z sont
les a, (i€{0, ..., n/p—1}), P,(Z) =Y, k(Y) ck(Z), K/k(Z) est galoisienne.
Soit 0eG(K/k(Z)). Soit T la permutation de {0, ..., n/p—1} définie par
0 (2,) = &, . Soient i et j dans {0, ..., n/p—1)}. Alors

i =j (modg/r) <>pi = pj (mod pg/r) < pi =pj (modq) <> P,(x,) = P,(x,)
had U(Pz (%a)) =o(P, (apj)) <> Py(tpey) = P (2py)
<> 1(i) = t(j) (mod g/r).
Posons s = nr/pq. Pour 0 <j<g/r—1, 1 <I<s, soit sj; la l-iéme fonction
symétrique €lémentaire des a4, i€10,...,5—1}. Pour 1<I<s,
1<m<gqfr, soit S;, la m-iéme fonction symétrique élémentaire des

S}.,,je {0, ceey q/r—l}
La restriction de v & k(Z) prend ses valeurs dans v(Z) Z.
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Comme précédemment, on montre que pour 0<j<gq/r—1, 1 <I<s—1,
sj, appartient a k et est indépendant de j, on le note s;, et que pour
l<m<gqg/r—1, S;, appartient a k.

Soient
s—1
S=X'+Y (—1)s;X*"'ek[X],
=1
q/r-1
Qs = c,.,,,(X“”+ Z (=18, . XY ") +coek[X].
m=1
On a
n/p—1 . qgir—1s—1
Q: =cyp n (X—2)+Z =cy, H H (X =& pjsqim) +2Z
i=0 j=0 i=0
q/r—1 q/r

~ e 'l_[o (S+(=1)*sjs)+2Z = cp (S + zl(— )™ Sy mS” ™™+ 2Z
j= &

= Q4 OS-CO+C,,“,(‘- ”"/PS;"‘I'.FZ

q/r-1s-1

=Q,08—co+cy, (=D [T Tl @pjsain+Z
j=0 i=0

n/p-1
=Q4OS-C0+C"IP l—[ (—apk)+z=Q4OS-
k=0

Comme s; = 55, est la [-iéme fonction symétrique élémentaire des a,,,
elle ne change pas quand on permute les roles de P, et Q,. Il existe donc
P,ek[X] tel que P, = P,0S.

Remarque. Dans la proposition, on peut choisir P; de telle sorte que
Py0Q4 = Q;30P,.
Démonstration. On a
RoP,0Q,08 =RoQ30P,08,
donc
RoP3;0Q, =RoQ;0P,.

D’aprés la proposition appliquée aux polynomes R, P;0Q,, Q;0P,, il existe
Tek[X] du premier degré tel que

TOP3OQ4 = Q3 OP4.
On a
RoToP,0Q,=RoQ;0P, =RoP,0Q,,



COMPOSITION DES POLYNOMES 335

donc
ROTOP3=ROP3=P1.

Il suffit donc de remplacer Py par To P; pour avoir la propriété demandée.

ProPOSITION 2. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique 0,
p et q deux entiers > O premiers entre eux, P,, P, deux élements de k[ X] de
degré p, Q,, Q, deux eléments de k[ X] de degré q tels que P,oQ, = Q,0P,.
Soient a€k, bek tels que P,(b) =a, cek tel que Q,(c) =a, p’ lindice de
ramification de P, en b, q' celui de Q, en c. 1l existe exactement PGCD(p’, q')
élements x de k tels que Q,(x) =b, P,(x) =c, et Tindice de ramification de
P,0Q, en un tel x est PPCM(p/, q').

Démonstration. Soient Y transcendant sur k, Z une racine de P, 0Q,
—Y, F =k(Z), K = k(0,(2)), L = k(P,(2)); P; 0Q,— Y étant irréductible sur
k(Y), [F: k(Y)] =pg. De méme, Q,(Z) étant une racine de P,-Y,
[K: k(Y)] = p, et aussi

[L: k(Y)]=gq.

p et g étant premiers entre eux, K et L sont linéairement disjoints sur k(Y) et
F = KL. Soient v la valuation de k(Y) définie par

v (( Y—a)"g) =n,

ou P et Q sont deux éléments de k[Y] tels que P(a) #0, Q(a) #0, vy le
prolongement de v a K défini par

n

2P
Uk ((Qz (Z)“ b) 6) = "')7,

P et Q dans k[Q,(Z)] avec P(b) # 0, Q(b) # 0, v, défini de fagon analogue.
Les valuations de F prolongeant vk et v, sont les v,, xek tel que Q,(x) =b

et P,(x) =c, définies par _
P
Uy ((Z ‘—x)"a) = —e'i-’

P et Q dans k[Z] tels que P(x) #0, Q(x) # 0, et e, désignant I'indice de
ramification de P,0Q, en x. Supposons donné un tel x, et soient F le

complété de F pour v,, k(Y), K et L les adhérences de k(Y), K et L dans F.Ona

[F: k(Y)]=e, [K:k()=p, [L:k()]=q.
F/k(Y) est cyclique ([5], p. 76, prop. 8), F = KL, donc G(F/K) nG(F/L) n'a
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qu’un élément, I'intersection des sous-groupes d’indices p’ et q' de Z/e, Z n’a
qu'un élément, e, = PPCM(p), q).
k(Y) étant le complété de k(Y) pour v, soit A la cloture algébrique de

k(Y). Il existe une valuation unique sur A dont la restriction a k(Y) soit v,
on la notera encore v. L’indice de ramification d’un prolongement v’ de v a
une extension finie de k(Y) est égal au nombre de plongements f de cette
extension dans A au-dessus de k(Y) tels que vof =v'. L’ensemble 2 des
plongements f de K dans A au-dessus de k(Y) tels que vof = vy a donc p’
éléments, on définit de méme I'ensemble 2 a ¢’ éléments. Si m désigne le
nombre de valuations de F prolongeant vg et v,, m PPCM(p/, ¢q') est égal au
nombre de plongements f de F dans A tels que (f|x, fl) €4 x 2. K et L étant
linéairement disjoints sur k(Y), V(g, )e# x 2, il existe un plongement
unique de F = KL dans A dont les restrictions & K et Lsoient g et h. On
a donc

mPPCM(p',q)=Card(x 2 =p'q, m=PGCD(p, q).

PRrOPOSITION 3. Soient k un corps algébriquement clos de caracteristique 0,
p et q deux entiers =2, premiers entre eux, avec p <q. Soient P,, P, deux
éléements de k[ X] de degré p, Q,, Q, deux éléments de k[ X] de degré q tels
que

P,0Q,=Q,0P,.

Lensemble des images par P, des zéros de P} contient alors un ou deux points.
S’il ne contient qu'un point x, en chacun des antécédents de x par Q, sauf un,
Tindice de ramification de Q, est multiple de p. S'il contient deux points x et y,
{x, y) est également 'ensemble des images par Q, des zéros de Qy; si p est
impair, les indices de ramification de P, en les antécédents de x par P, sont
tous égaux a 2 sauf un qui est égal a 1, de meéme pour y: si p est pair, les
indices de ramification de P, en'les antécédents par P, dun des points x ou y
sont tous égaux a 2, tandis que pour Tautre point ils sont égaux a 2 sauf deux
d’entre eux égaux a 1; on a la meme chose pour Q,.

Démonstration. Soit {x;, ..., x,] la réunion des images par P, des
zéros de P; et des images par Q, des zéros de Q. L'ensemble {x,, ..., x,}
contient toutes les images par P, 0Q, des zéros de (P, 0Q,)". En effet, soient
w un zéro de (P, 0Q,), p’ l'indice de ramification de P, en Q,(w), ¢’ I'indice
de ramification de Q, en P,(w). D’aprés la proposition 2, lindice de
ramification de P, 0Q, en w est PPCM (p/, ¢)). On a donc PPCM(p), ¢) > 1,
p'> 1 ou q' > 1. Dans le premier cas P, 0Q,(w) est I'image par P, d’un zéro
de P}, tandis que dans le second P, 0Q,(w) = @, o P,(w) est I'image par Q,
d’un zéro de Q.

Soient m un entier compris entre 1 et n, y,, ..., y, les antécédents de x,,
par P, p; I'indice de ramification de P, en y;, z,, ..., z, les antécédents de x,,
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par Q,, g; lindice de ramification de Q, en z, r,, ..., r, les indices de
ramification de P, oQ, en les antécédents de x, par P,0Q,,

nul=Z(pl'—l)’ xm=2(qi-l)9 am=2(ri—l)-
On a
Lh=p X4=4, TMu=p-—s, Hp=4q-—I.

V@i, pell, ..., st xil,...,t}, x, posséde exactement PGCD(p;, q;) antécé-
dents par P, 0Q, ayant y; pour image par Q, et z; pour image par P,, et
lindice de ramification de P, 0Q, en un tel antécédent est PPCM(p, q)).
On a donc

em = Y, PGCD(p;, q))(PPCM(p;, g)—1)
=Y p:q;— PGCD(p;, q)) = pg—Y PGCD(p;, q)).
V(i, j), PGCD(p;, q) <(p;i—1)(q,—1)+1, donc
Y. PGCD(p;, q)) < K+ St = Pg— PApy— QT+ 27 X,

et
Om = P+ qnty — 21, X,,.
Comme
iu,,,=p—l, ix,,,=q—l, ig,,,:pq-l,
m=1 m=1 m=1
on a

pa—1=pl@—1)+q(p—1)-2) =, %y,

-1)@g-1) 1
anxm 2= (p_)i('q_) = 5@"-)(2"':)'

Ceci implique qu’il existe i tel que

n; ?&Z’th, X; Z&me.

On peut supposer que le numérotage a été fait de telle sorte que i = 1.
Dorénavant, les lettres p;, q; désigneront les nombres associés a4 x,. Soient

a=p-l-n= Y n,, b=q-l-x =3 x,.

m>1 m>1

Onal0<a<(p-1)/2 0<b<(g-1)2
Sia=0,

pq-z PGCD(p’ qj)+bp ‘-"ZQ.. =pq—l,
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b+1
2. PGCD(p, q) = bp+1,
j=1
tous les g; sauf un sont muitiples de p.
Si b =0, comme précédemment

p=) p=>PGCD(p;, g9 =aq+1>ap+1, a=0.

Supposons maintenant a # 0, ce qui implique b # 0. On a alors p > 3.

Vi, j), PGCD(p;, q)) < (p;+q;)/2. Les p; et les g; ne sont pas tous égaux,
car alors leur valeur commune serait > 1, et p et g ne seraient pas premiers
entre eux. a+1 et b+1 sont > 2, il existe donc au moins deux couples (i, j)
tels que p; # q;, C’est-d-dire

pitq;—1

PKECI)Uh’qﬂ:S )
On a donc-

(b+1)p+(a+1)g-2
5 .

Si on a Pégalité, il existe exactement deux couples (i, j) pour lesquels
p: # q;, et pour ceux-la

ZPGCDUMQQS

pitq;—1
PGCD (p;, q)) = —7’—
donc |p;, ¢;) = i1, 2}; I'une des familles |p;} et |q;} est donc |2, 2}, l'autre de

la forme }2,...,2,1}; on a donc a=(p—1)/2 ou b=(q—1)/2
Si on a l'inégalité stricte

b+1)p+(a+1)g—-2

Y PGCD(p;, q) <

2 H]
on a
b+1)p+(a+1)g-2
Ql>>pq—' 2 ]
Y OmZ Y PAmt g+ 2n, %,
m>1 m>1
2p Y 2utq Y Tu—2(Y m)( Y x,)=bp+aq—2ab,
m>1 m>1 m>1 m>1
b+1)p+(a+1)g—2
pg—1 =ng>pq—( )P (2a )q +bp+aq—2ab,

(p/4—a)(q/4—b) > (p/4—1)(q/4—1);
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sip=3,onaa=1=(p—1)/2;si p#3,
Ip/4—allg/4—b| > (p/4—1)(g/4—1),
donc une au moins des inégalités
|p/4—a|l >p/4—1 et |q/4—b]>qf4—1

est vérifiée, e¢ comme p/4—12>0, g/4—1=>0, on a a¢[l, (p—2)/2] ou
b¢[1, (9—2)/2); comme de plus ae[1, (p—1)/2] et be[1, (g—1)/2], une au
moins des égalités a =(p—1)/2 et b= (q—1)/2 est vérifiée.

Dans tous les cas, une au moins des égalités a = (p—1)/2 et b = (q—1)/2
est vérifiée. Supposons par exemple que ce.soit la premiére. On a

m=3yn, et Y rx, 23 1) %)

Ceci implique
n=2 et Y M iy=3 ) %)

Il en résulte que PGCD(p;, q) =(p;—1)(q;—1)+1 V(i,j), donc les p; et
les g; sont tous égaux a 1 ou 2. De méme pour les p; et les gj, en notant ainsi
les nombres associés & x,. Comme Z(p‘—l)+2(p,’ —1) = p—1, I'ensemble
des p; et des p; compte p—1 éléments égaux a 2 et deux égaux a 1. De méme
pour I'ensemble des g; et des g;. -

ProrosiTION 4. Soit Pe C[X] de degré n> 2 tel 'que les zeros de P’
soient simples et aient pour image par P 1 ou —1. On suppose de plus que 1
posséde au moins un antécédent par P ou P' ne sannulle pas. Il existe alors
ReC[X] du_l-er degré tel que P = T,oR, ou T, est le polynome de
Tchebycheff de degré n.

Démonstration. Soient
B=C-{-1,1}, X=P 1(B).

P: X — B est un revétement. n, (B, 0) est le groupe libre engendré par la
classe a du chemin

t1—e*™: [0,1] »B
et la classe f du chemin
the?™—1.

n, (B, 0) opére dans la fibre P! (0). Soit h I'antihomomorphisme ainsi défini
de m, (B, 0) dans le groupe des permutations de P~'(0). Le groupe P~ !(o0)
= {00}, donc («f)"€Kerh. Les indices de remification de P aux points de
P~ '(1) étant égaux a 1 ou 2, a>eKerh. L’'un au moins de ces indices étant
égal a 1, il existe dans P~'(0) un point x invariant par h(a). De méme
B? eKer h. Soit H le sous-groupe normal de =, (B, 0) engendré par (af)", a2,

10 — Colloquium Mathematicum LV.2
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p*. Le groupe =,(B, 0)/H est isomorphe au groupe diédral D,, donc
(my (B, 0): H) =2n. On a H c Ker h. L'image de n, (X. x) dans =, (B. 0) est le
stabilisateur de x pour l'action de =, (B, 0) dans P~ ! (0), elle contient donc H
et « et comme =, (B, 0) opére transitivement, son indice dans =, (B, 0) est n.
Cette image est donc le sous-groupe de =, (B, 0) engendré par H et a.
Les résultats précédents s’appliquent au polyndme T,: si on lui associe
X' et x’ comme ci-dessus, m,; (X, x) et n;(X’, x) ont méme image dans
n, (B, 0). Par suite, il existe un homéomorphisme analytique X — X’ faisant
commuter le diagramme
X=X
pN LT,
B
Cet homéomorphisme se prolonge en une bijection analytique de C sur
lui-méme, c’est-a-dire un polynome du 1l-er degré R, tel que P = T,oR.
PROPOSITION 5. Soient p et q deux entiers = 2, premiers entre eux, avec p
< q. Soient P,, P, deux éléments de C[X] de degré p, Q,. Q, deux éléments
de C[X] de degré q tels que P,0Q, =Q,0P,. Il existe alors quatre
polvnomes du 1-er degré R, S, U, V tels que ou hien

P,=UoX?0oR, Q,=UocX"TPoS,
P,=S'oX?oV, Q,=R 'oX"T(XP)oV,
avec neN et TeC[X], ou bien
P,=UoT,oR, @,=UoT.o0S,
P,=S"'oT,oV, Q,=R 'oToV.

Démonstration. D’aprés la proposition 3, I'ensemble des images par
P, des zéros de P; est formé d’un ou deux points.

Si I'ensemble des images par P, des zéros de P} est formé de deux
points x et y, et si un des nombres p ou q est pair, par exemple p, un des points
x ou y posséde deux antécédents par P, ou P ne s’annule pas; supposons que
ce soit x; g est alors impair, et x posséde un antécédent par Q,, ou Q} ne
s’annule pas. Si p et g sont impairs, x posséde un antécédent par P,, ou P
ne s'annule pas, et un antécédent par Q,, ou Q) ne s’annule pas. Soit U le
polynome de 1-er degré tel que U(1l) =x et U(—1) = y. D’aprés la proposi-
tion 4, il existe des polynomes du 1-er degré R et S tels que

U'oP,=T,0oR, U 'oQ,=ToS.
On a T,0R0Q, = T,0S0oP,. Soient
B=C-{-1,1}, X=(T,0oR0Q,) (B, X =(T,oT) '(B).
VéeX, T,(RoQ,(§) = T,(SoP,(¢)), Tindice de ramification de 7, en
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RoQ,(¢) et celui de T, en SoP,(&) sont égaux 4 1, T,oT, = T,0T,, donc
d’aprés la proposition 2 il existe &'e C unique tel que

L) =R0Q:(%), T,(&)=SoP;(d).

T,0T, (&)= T,0oR0Q,(¢)eB, donc 'eX’'. Soit f: X — X' Tapplication
EPE. De méme, VE €X', il existe £ €X unique tel que

RoQ;(8) = T(S), SoP,(¢) = T,(¢),

donc f est bijective.
Soient {e X, W’ une boule de centre T,0R 0Q,(¢) incluse dans B, W un

voisinage connexe de ¢ tel que
T,0R0Q,(W)c W'.

T,0T,: X' =B est un revétement. Soit g I'application continue de W’ dans
X' vérifiant

T,oT,og=1Idy. et goT,0R0Q,(5)=rf(%.
Sur W, on a

T,0T,090T,0R0Q, = T,0R0Q,,
de plus
T,090T,0R0Q,(§) = T of (§) = RoQ, (%),
donc
T,09g0T,0oR0Q, = RoQ,
sur W: de méme '
T,ogoT,0R0Q, = T,0goT,0SoP, =SoP,

sur W, donc f coincide avec goT,0oR0Q, sur W, f est donc analytique au
voisinage de ¢&.

f se prolonge en une bijection analytique de C sur lui-méme, c’est-a-dire
un polynome du 1l-er degré V, qui vérifie

T,oV=RoQ,, T,o0V=So0P,.
On a donc
P2=S—IOT;,OK Q2=R_101;0V

Si 'ensemble des images par P; des zéros de P; ne contient qu’un point
x, soit U un polynome du 1-er degré tel que U(0) = x. Vu que U o P, est
de la forme (aX +b)?, on a, en posant R = aX +b,

P, =UoX’oR.
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D’aprés la proposition 3, les zéros de U~ ! 0Q, sont d’ordre multiple de p
suaf un; U"'0Q, est donc de la forme

(X +dy [](X—a)™;

en posant
X—d i

S=cX+d, T=n( p —a,) ,

on a
Q@ =UoX"TPoS.
On a alors
X?0Ro0Q, = X"TPoSoP,.

On a aussi

XPoX"T(X?) = X"TPoXP.
Comme précédemment, on en déduit qu’il existe un polynome du 1-er degré
V tel que
P,=S"'o0X?oV, Q,=R 'oX"T(X?)oV.

Remarque. Si p = 2 et s’ll existe trois polynomes du 1-er degré R, S, U
tels que

P,=UoT,oR, @Q,=UoTo0S,
la méme méthode montre qu’il existe un polynéme du 1-er degré V tel que
P,=S"'oT,oV, Q@,=R 'oToV.

DErINITION. Soient Pe C[X] de degré n > 2, Qe C[X];n™™ Y ()

. g o gt PmQ)=2
est indépendant de l'entier naturel

Logdeg Q0

>
" Logn

et de ze C. On le note fp(Q).
Démonstration. Soient

., Log degQ
Logn ’
Alors deg(P™—z) >degQ, ) Q({) est une fonction symétrique des
- PM)=2
racines de P™ —z de degré < deg(P™ —z), elle ne dépend donc pas du terme
de degré 0 de P™ —z, ni donc de z.

zeC.
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De plus, VieN,

1
) Q(O=% Y = T e0== T Q0

o pemgy = P0y=: T pmgy = " PM@) =2
fp est une forme linéaire sur C[X], et fp(1)=1.
DEFINITION. Pour Pe C[X] de degré n > 1, on note M, 'opérateur sur

C[X]quiaQassocien™' Y Q(Y)et Mp lopérateur sur C[X]* transposé
PY)=X

de M,.

VQeC[X], Mp(QoP)=0Q, M, est donc surjectif et M}, injectif.

Si P et Q sont deux éléments de C[X] de degrés > 1, on a

MPOQ=MPMQ’ ;&=M’QM;.

Soient PeC[X] de degré > 2, Q eC[X]; pour m assez grand, M mQ

est constant égal 4 f»(Q); on a alors
fr(Q) = MP(M)Q = Mp(m-l) MpQ =fp(MpQ) = Mpfp(0Q),
donc fp = Mpfp. Inversement, si o C[X]* vérifie ¢ = Mpo et (1) =1,
VQe C[X], pour m assez grand on a
¢=Mpo=Mymo
et
?(Q) = (M m Q) = ¢(fp(Q) =fp(Q (1) =fp(Q),

donc ¢ =fp. Par conséquent fp est le seul élément de C[X]* invariant par
Mjp et laissant 1 invariant.
Enfin, soient Ue C[X] de degré > 1, P et Q dans C[X] de degrés > 2
tels que PoU=Uo0Q. On a
Mo My fp = Mycofe = Mpufp = My Mpfp = Myfp
et

Myfe(1) =fp(My1) =fp(1) =1,
donc f, = Myf. En particulier, si degU =1, on a f,_,_,, = My/fp.

DEFINITION. Soit ¢ e C[X]*. On note #(¢) 'ensemble des Ue C[X] de
degré 1 tels que My ¢ = ¢. Cet ensemble #(¢) muni de 0 est évidlemment un
groupe.

ProrosITION 6. Soit Pe C[X] de degré > 2. Les éléments Q de C[X] tels
que deg P =degQ et fp =f, sont les UoP, ou U e4(fp).

Démonstration. Si Ue #(fp), on a
dch = ngUOP, MbonP = M;bep = fPs

donc jP =onP'
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Réciproquement, soit Qe C[X] tel que deg P =degQ et fp = f,. Pour
1 < k <deg P, fp(X*) est la moyenne des puissances k-iémes des racines de P,
ainsi que de celles de Q. Les fonctions symétriques élémentaires de degré
< deg P des racines de P sont donc les mémes que pour Q, par suite Q
=UoP, ou UeC[X] est de degré 1,

Mp M;JfP = M'pr =fP = M}fp,
et comme Mj; est injectif, Myfp = fp, Ue ¥ (fp).
ProprosITION 7. Soit Pe C[X] de degré = 2. Soient

a=fp(X), U=X-a, YaX'=UoPoU',
K ={keN: g, #0!, ko= InfK,
d = PGCD (k—ko: k €K).

Alors U (fp) est Tensemble des U ™' caX oU, oui a est une racine d-ieme de 1 si
d#0 et acC* si d=0. .
Démonstration. Soit Ve #(fp). On a deg P =deg PoY,

M;’ol’fP = My M}fr =fp,

donc fp = fp.y, €t, d’aprés la proposition 6, 3W e %(fp) tel que PoV = WoP.
Il vient

V(@) =fp(V) =My fp(V)=fp(My V) =fp(X) =a
et W(a) =a. Il existe donc a et a’ dans C* tels que
UoVoU™! =aXA, UoWoU '=dX.
Pour tout ke N
YadX*=UoPoVoU '=UoWoPoU '=YdaqX* da=da,
ainsi que
@ =a VkeK, da =1 VkeK, o&=1.
Réciproquement, soient ac C* tel que
#=1, V=U'oaXoU.
On a a, & =a'®a, VkeN, donc
UoPoU 'oaX =(aX)**oUoPoU"},
Pov =v*op,
et VmeN

P™oV = V(ka') opm,
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VQ eC[X], pour m assez grand on a

M’va(Q) =fr(MV Q)
= MP("') MyQ = My(k;',') MP‘"')Q = Mv(k'(!,‘)fP("Q) =fP(Q)’

donc My fp = fp, Ve U(fp).

Remarque. 1l résulte de la proposition 7 que d dépend seulement de fp
et non de P.

ProposiTION 8. Soient P et Q deux éléments de C[X] de degrés > 2. Si
PoQ =QOoP, on a fp =fy. Inversement, si fp = fo. il existe Ue #(fp) tel que

PoQ =UoQoP.
Démonstration. Supposons que PoQ = QoP. Comme
Po(QoP)=(PoQ)oP,
on a
fQoP =M ;Dfroq = M?fan.

et fp =fQOP' De méme fQ =fQoP9 donc fp =fQ.
Inversement, si fp = fj,

M;'onP = M'Q M;'fp = M’er =fP9
donc fpo =fp. De méme, f5.p = fp, donc
fpo =fo>P-
Car deg PoQ = degQ o P, donc d’aprés la proposition 6
U € U (frop) = U (fp)
tel que PoQ =UoQoP.

DEerFINITION. S1 m et n sont deux entiers > 2, on a
X"oX"=X"oX™,
donc f,m on note cette forme linéaire f, et

L.oT,=T, 0T,

= xn’

donc fr =/fr,, on la note f".
D’aprés la proposition 7 et Iégalité T, = 2X%—1, on a
U(f) = aX: aeC*} et HU(f)={X, -X).

Soient n un entier > 3, U et V deux polyndmes du 1-er degré tels que
T,oU = VoT,. Les images par T, des points de ramification de T, sont 1 et



346 P. TORTRAT

—1, par conséquent les images par T,oU des points de ramification de
T,oU sont 1 et —1 et les images par VoT, des points de ramification de
VoT, sont V(1) et V(—1). On a donc

d’ou V = + X. Puisque Ve #(f'), on a
Myf' = MyMy f'=Mr Myf'=f', Ue«(f), U==X.

LeMME. Soient p et q deux entiers > 2 premiers entre eux, ReC[X]. Ona

(M, R)0X9 =M, (RoX), (M R)oT,=M; (RoT).

Démonstration. Soit Y une racine du polynome de la variable X, a
coefficients dans C(X): T,(X,)— T (X). Soit

Z = T (X) = T,(Y).
T,(X,)—Z étant irréductible sur C(2),

[C(X): C(Z)] =q.
De méme

[C(Y): C(2)] = p.
p et q étant premiers entre eux, C(X) et C(Y) sont linéairement disjoints sur
C(Z), donc

[C(X, Y): C(X)]=p,
et T,(X;)— T,(X) est irréductible sur C(X). Soit Y’ une racine du polynome
de la variable X;: T,(X;)—X. On a
T(T,(Y) = T(T,(Y) = T,(X),
donc T (Y’) est racine de T,(X,)— T,(X). Les polynomes en X,
[T X:i—T(Y) et T(X)-T,(X)
T‘,(Y')=X

ont méme degré, ils ont au moins une racine en commun, leurs coefficients
appartiennent 3 C(X) et le second est irréductible sur C(X), ils ont donc
mémes racines. Par suite, VRe C[X],
1 1 ,
= Y RY)=- Y RoT/(Y),

Pryn=1.m Pryr=x
(MTp R)oT, = Mr,(R oT).

On démontre de méme lautre égalité.
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PrOPOSITION 9. Soient P et Q deux éléements de C[X] tels que
2<degP <degQ, degPjfdegQ e PoQ=QoP.
Il existe un polynome du 1-er degré U tel que
Jo-rtpp=Souf
- Démonstration. D'aprés la proposition 1 et la remarque qui la suit, il
existe des polynomes P,, P,, Q,, Q,, Ry, R, tels que
P=R,0oPy =P,0R;, Q=R,00,=0,0R;, P0Q,=0Q,0P,,

deg P, =deg P, = p et degQ, = deg Q, = q premiers entre eux. On a alors
1<p<gq. Ona

P,0R,0Q,0R;, =Q,0R,0P,0R,,
donc

P,0R;0Q; =Q,;0R,0P,,

R,0P,0R,0Q, =R,0Q,0R,0P,:

il existe donc P;, Q;, R, tels que deg Py = p, deg Q3 =g,
R,0P, = P30R;, R,0Q,=030R;.
On définit ainsi des suites de polyndmes (P,), (Q.), (Ry), k = 1, telles que
deg P, = p, degQ, =g,
P.oR,0Q; = Q,OR,0P,,
R,oP, =Py 1 ORsy, ROQ; =044, 0R; 4.

On a donc

P,0Qy+10R 4y =0y OPy 4 ORy 4y,

PyoQisy =0y OP .
Soit [ un entier tel que p' >q. On a
Q,0P30P40...0P;4,;=P,0P30...0P;,,00,4,,
degQ; = degQ,,,=gq,
deg P,oPy0...0P,, ,=degPy0oP,0...0P,,, =,

q premicr avec p'. D’aprés la proposition 5, Q, est de la forme Uo X0V ou
UoT, oV, ou U et Vsont des polynomes du 1-er degré. Dans le second cas,
P;oP,0...0P,,, est de la forme V" 'oT,0W, W du l-er degré.

Si Q, est de la forme UoX%0V, d’aprés la proposition 5, I'égalité
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P,0Q, = Q, oP, implique que (P, Q,) est de la forme
(Vi 'oXPoW,, S;'oX"T(X")oW,)
et I'égalité P,o0Q; = Q, 0P, implique que (P,, Q,) est de la forme
(U,0X?0S,, U0 X*TPoV,),

car sinon les indices de ramification de Q, seraient < 2, contradiction. La
moyenne des racines de X" T(X”) est 0, donc la moyenne des racines de
S;'oX"T(XP) oW, est W, 1(0), cest la moyenne des racines de Q,
=Uo X0V, donc

Wi (0 = V71(0).

X" T? a au moins une racine multiple, donc Q,—U,(0) en a, U(0) = U, (0).
Puisque
Vi 'oXPoW, = U,0X"08,,

il vient V;"1(0) = U,(0). On a donc
WioV-1(0)=0, U 'o¥ !(0)=0,
donc Jae C* tel que
U-loV'oXPoW,0V ! =aX?, P,=UoaX?oV.

Si Q, est de la forme U o T, oV, supposons d’abord p > 3. D’aprés la
proposition 5, I'égalité P,oQ; = Q,0P; implique que (P,, Q,) est de la
forme

(Uon;,OSz, U,oT,0V,),

car sinon Q, serait de la forme U,o0X"TPoV¥, et aurait un indice de
ramification > 3, contradiction. L’égalité P, 0Q, = Q, oP, implique que
(P,, Q,) est de la forme

(Vi 'oT,oW,, Si'oT,0W,),
car sinon P, aurait un indice de ramification > 3, contradiction. L’égalité
Si'oT,oW, =UoT, oV
entraine W; = + V. Comme |
U,oT, oV, =UoT, 0¥,
on a U, = Uo +X. Ensuite
Vi 'oT,oW, =U,0T,08,,
donc V! = Uzg-_}-X._ On a donc
P,=V;!'oT,oW,=Uo=T,oV.
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Supposons maintenant p = 2. D'aprés la proposition 5, 'égalité P, 0Q,
= @, 0 Py implique que (P,, Q,) est de la forme

(U,;0X2%08,,U;0X"0T?0V,).

Le polynéme Q,—-U,(0) a au moins une racine multiple, donc U,(0)
= U(+1). Par conséquent, il existe S; tel que

Pz = UOiTﬁOSs.
De I'égalité
T,05;0Q; = tT,oVoPy; =T, 0o+ VoP,

on déduit d’aprés la remarque suivant la proposition 5 que (P,, Q,) est de la
forme (1’ " 'o+ T,oW;,S;'oT,0W;). On a

Qs;0oP,0...0P3,;=P30...0P,,,0Q;34,,
donc d’'aprés la proposition S, il existe U,, V,, S, tels que
Qs =U, 0T, 0V, Pso...oP2+,=U4oT2,oS4.
S;'oT,oW; =U,0T,0V,, donc S3! = U,0+X. Légalité
UsoT,08, =V 'oT, oW
entraine U, = V" !0+ X. On a donc
S3'=V'otX, S3;=2%V, P,=Uo+T,oV.
Dans tous les cas, (P,, Q,) est donc égal a
(UoaXPoV.UoX?0V) ou (UoxT,oV,UoToV).
Posons R = VoR,oU. Dans le premier cas on a
aX?oRoX*=U"'oP,0R,0Q,0V"!
=U"'0Q,0R,0P,0V~!' = X90R0aX"
et
U 'oPoU=U"'oP,0R,0U =aXPoR.
Dans le second cas on a
6T,0RoT,=T,oRoeT, e U 'oPoU=0T,0R
avec 0 = +1. Si ¢ est pair et 0 = —1, on a
T,0—RoT,= —T,0oRoT,0—-X
=T oRo-T,0-X =T, 0—-RoT,
et
U 'oPoU =T,0—-R;
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en remplagant dans ce cas R par —R, on peut supposer qu'on a toujours
oT, =T, 06X, et donc

6T,0T, = T, 00T,.

Soient S€ C[X] et n un entier tel que degS < p".
Dans le premier cas, soient b une racine ¢"~ '-iéme de a, et

¢ = ph9"-Pa-p

On a
(aXP.Q R oX?" =(X10R)™ocX?” et M(a_xpon)(n) qun = M(x!om(")ocx Mxpﬂ

p" et q" étant premiers entre eux, on a d’aprés le lemme
M_,(SoX"y=(M_,S)oXx"
Xxr toxp
On a donc

SoxrwS) = MxpaymS = M oyo M xa (SoX*)

(quk)(")ctx Mxp,,(SOX‘l") = M(X'QR)(")G'X((MXP"S) OXQ")

=fxl’(s)’
Jo-1pv=Soxr g =Sxr =71
Dans le second cas, on a

(6T, o R o T = (T, 0 R o(¢ )" = (T, 0 + T3

et
Mr poR)™ M ™ = M orymoxx M -

~ Daprés le lemme,
My (SOT)=(M; S)0T,, Mm(SOT") =(MunSoT.
On a donc
ﬁxr,,ok (S) = M(an nn M T (SoT™) = M(T'ok)(")o;tx M ™ (SoT™)
= M(T,, rm - x(( MT(;)S) o 7:')) =f1'p(s),
fv— 1,poU =./;1"pd( =pr =f"
ProrosiTioN 10. Soient P et Q deux éléments de C[X] tels que
2<degP < degQ et fp=/fo.

Alors ou bien deg P|deg Q, ou bien il exxste un polynome du 1-er degré U tel
que fp soit égal a My f ou Myf"'.
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Démonstration. Supposons que deg P Ydeg Q et que fp n'est pas de
la forme Myf, U polynome du l-er degré.

Soient a =fp(X), U = X —a, et d défini comme dans la proposition.7.
Alors d # 0, car sinon UoPoU ™! serait un mondme, d’ou

M;]—lfP =fv,.,p,.,v-l =.’; .fP = M;Jf‘
UoPoU™! est de la forme X"T (X%, ou TeC[X] est tel que T(0) # O,
donc en posant P, = X"TY, on a le diagramme commutatif

UoPoU™!
—_

x| | x4
”
On a de méme un polynéme Q, faisant commuter le diagramme

LtogQol —!
—_

wl ol
]

Comme fp = fp, il existe d’aprés les propositions 8 et 7 une racine d-iéme de
Punité a telle que

PoQ=U"'oaXoUoQoP.

Sid=1,ona PoQ =QoP, et la proposition 10 résulte immédiatement de
la proposition 9. On suppose maintenant d > 1. On a
UoPoU 'oUoQoU !'=aqUoQoU 'oUoPoU™!,
donc
Py0Q, =0Q,0P,.

deg P, = deg P, deg Q, = degQ, deg P, ¥degQ,, donc d’aprés la proposition
9 il existe un polynome du 1-er degré V tel que

fi’oi'lol"'l =f ou f'°
Soit p =degP.

Si
fl'orlov"l =/ fvorlov"l =fx»>
donc, d’aprés la proposition 6, 3beC* tel que
VoP,oV™ !=bX?, X"T¢=P,=V 'obX’oV,

X"T? a au moins une racine multiple donc V! obX?oV aussi, V(0) =0,
X" TY est de la forme cX?, donc Test constant et UoPoU™! = X" T (X9 est

un mondme, on a vu que c’est impossible.
On a donc

fv°P1°V—l =f'=frp’ VOPIOV—l=i7;” X"T‘:P,:V—loiEOV.
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Les indices de ramification de ¥~ 'o+T,0V étant égaux a 2, ceci montre
que d = 2. et X" T ayant au moins une racine multiple, ¥(0) =1ou —1. En
remplagant €ventuellement V par — ¥, on peut supposer que V(0) = —1. 1l
existc alors fe C* tel que

V=28X-1.
X?o0UoPoU '=V"'o+T,0VoX? donc
VoX?oUoPoU !=+T,0VoX2.
On a VoX?2=2(BX)’—1= T,0BX, donc
T,opXoUoPoU ™' = +T,0T, 08X,
T,0fUoPo(fU) ' = £+ T,oT..
On en déduit que
M;,,U,—nfp =fﬂuoro(pur1 = M'Tzfxrp =f, Jfe=Muf'

ProposiTiON 11. Deux éléments P et Q de C[X] de degrés = 2 verifient fp
= fo si et seulement si

ou hien il existe U eC[X] de degré 1, m et n entiers =2, a et b dans
C* tels que '

P=U"'oaX™oU, Q=U 'obhX"oU:
ou bien il existe UeC[X] de degré 1, m et n entiers > 2, a et b dans
i— 1. 1! rels que
P=U'0aT,oU, Q=U '0obT,oU,;

ou bien il existe ReC[X] de degre =22, Ue ¥ (fg), Ve ¥(fg), m et n
entiers > 1 tels que

P=UoR™, (Q=VoR",

Démonstration. La suffisance est évidente.

Réciproquement, soient P et Q tels que fp = f,.

S’il existe U tel que fp = Myf, soient m et n les degrés de P et Q. On a
Soop vt = fym» donc 3aeC* tel que

UoPoU '"=uX", P=U 'ouX™oU.

De méme, Q est de la forme U~ 'ohX"oU.
Sil existe U tel que f, = Myf’, on montre de fagon analogue qu’il
existe a et b dans |—1, 1} tels que

P=U"!'oaT,oU, Q@=U"'obT,oU.
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Sinon, d’aprés la proposition 10, un des nombres deg P et deg Q divise
Fautre. Supposons. par exemple. deg P|deg Q. L'égalité f,, = f, implique qu’il
existc U, tel que

PoQ =U;0Qo0P,
et d’aprés la proposition 1 il existe S, P,, Q, tels que
P=P,0S, Q=0Q,0S, degS=PGCD(degP, degQ)=degP,
donc
degP, =1 et Q=Q,0P;'oP=R,0P.

Puisque fp =f;, on a
M;Dfp =fp = M'pr = Mp 'R,fP- fr= M;llfl’-

Si deg R, # 1, fr, =/p, elle n'est pas de la forme Myf ou Myf’, on applique
donc le méme procédé aux polynomes P et R;, ce qui permet de définir un
nouveau couple de polynomes (R,, S,). On définit ainsi une suite finie
(R,. S;) de couples de polynomes ayant les propriétés suivantes: (R,. So)
=(P,Q), R, et S, sécrivent comme composés de R,., et Sy.y, fx,,,
=fs, 4, =Sr,>» d€8 Ry 4, +degS, ., <degR,+degS,. La suite s’arréte quand
le degré d’'un des polynomes R, ou S, est égal a 1, disons degS, =1, et
posons R = R,. Alors P et Q s’écrivent comme composés de polynomes
égaux a R, ou §,. donc il existe deux entiers m et n > 1 tels que

deg P =(deg R)", degQ = (degR)".

Jo =Jr =fgm» deg P = deg R™, donc, d’aprés la proposition 6, 3U € #(f) tel
que P=UoR™. De méme, 3Ve #(fg) tel que Q = VoR™,
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